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Resumo: Neste trabalho, e num contexto de modelos de cauda pesada pertencentes a
classe de Hall, apresentamos uma nova classe de estimadores de maxima verosimilhanga
do indice de cauda . A metodologia usada para a derivagao dos estimadores baseia-
se na acomodacao do viés no modelo Pareto dos excessos acima de um nivel aleatério
elevado. Analisamos ainda, num pequeno estudo de simulagao, via método de Monte
Carlo, o comportamento exacto dos estimadores de maxima verosimilhanca em amostras

de dimensao pequena.
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1 Introducao

Os modelos de valores extremos, de cauda pesada, sao cada vez mais utilizados
em areas tao diversas como, por exemplo, as telecomunicagoes, as financas, os

seguros e a bioestatistica.

Sejam X7, Xo,..., X, varidveis aleatérias (v.a.’s) independentes e identi-
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camente distribuidas com funcdo de distribui¢ao (f.d.) comum F e X,.,, =
max(X1, X2, ..., X;,). Admitamos que a distribuicdo de X,,.,,, apdés normalizagao

adequada, é atraida para a distribuicdo de Valores Extremos,

G () exp(—(1 + ~yz)~1/7), l+~v2>0 se v#0
x) = ,
! exp(— exp(—x)), reR se 7v=0

onde o parametro de forma da distribuicao, =y, é o indice de cauda. Dizemos entao
que a f.d. F' pertence ao dominio de atraccao para méaximos da distribuicao G
e escrevemos F' € Dpy(G). Para os modelos de cauda pesada (y > 0) é valida
a seguinte equivaléncia designada de condicao de variacao regular de primeira

ordem,
FeDu(Gy) seesése 1—Fe&RV_y, seesdse U e RV, (1.1)

onde U(t) := F(1 —1/t) = inf{z: F(x) > 1— 1/t}, para t > 1, representa a
funcao quantil e RV, denota a classe de funcoes de variagao regular no infinito
com indice de variacao regular 7, i.e., a classe de fungoes positivas mensuraveis

g(.) tais que tlim g(tx)/g(t) = 27,V > 0.

Admitimos também a validade de uma condicao de variacao regular de se-
gunda ordem que mede a velocidade de convergéncia de InU(tz) — InU(t) para
vInz, em (1.1), através do parametro de forma de segunda ordem p (< 0), e
onde |A(t)| € RV, (Geluk e de Haan, 1987),

. InU(tr) —InU@{) —ylnz 2f—1
lim = ,
t—o0 A(t) p

Vx > 0. (1.2)

Neste trabalho vamos supor que F' é um modelo pertencente a classe de Hall

(Hall, 1982; Hall e Welsh, 1985), com

At) =~pt", p<0, BeR\{0},

onde (3 e p sao os parametros de escala e de forma de segunda ordem, respecti-

vamente.

Como é usual em estimacao semi-paramétrica de acontecimentos raros, a in-

feréncia é realizada com base nas k estatisticas ordinais (e.o.’s) de topo, de forma



a garantir a consisténcia destes estimadores. Assim, consideramos sucessoes in-

termédias de inteiros positivos, k = k,, entre 1 e n, tais que:

k =k, — oo, k,=o0(n), quando n — oo. (1.3)

Os excessos acima de um nivel aleatério elevado X,,_j., sdo representados

por,
Vii=Xn—itin — Xpngn, 1<i<k<n, (14)

onde X;.,, denota a i-ésima e.o. ascendente, 1 < ¢ < n, associada a amostra

aleatéria (X1, Xo, -+, Xy).

Com base na defini¢ao da fungao quantil, U, e no facto de F~ (R) ter distri-
bui¢ao F'(.) quando R é uma v.a. uniforme em (0, 1), temos que X;., = U(Y;.)
onde Y é uma v.a. com distribuicio Pareto ( i.e., F,(y) = 1 —y~1, y > 1).
Como para j > i, Y}n/an 4 i—in—i, MYy 4 i.n, onde E denota uma v.a.
com distribui¢do exponencial unitéria e Y, k., ~ n/k, podemos escrever, sob a
validade da condicao de variacao regular de primeira ordem em (1.1),

U(YnfiJrl:n)

d
Vvi - an n
¥ { U(Yn—k:n)

— 1} 4 U(n/k) {Ylg—i—i-l:k - 1} (14 0p(1)).

Considerando oo = 1/U(n/k), e sucessoes intermédias k,

Yk"y—’i-l—l:k -1 .
Vi = Xn—i—i—l:n — Xk = f7 1 <i<E,

i.e., os excessos V; sao, aproximadamente, as k e.o.’s de uma amostra de dimensao

k de um modelo Generalizado de Pareto (GP), com fungao de distribuicao
GP(z;v,0)=1—(14+az) ™7, 2>0 (y>0), (1.5)

onde os parametros v e « sao estimados via Mdzima Verosimilhanga (ML, do
inglés “Maximum Likelihood”), tendo-se a seguinte igualdade em distribuigao,

para 1 <1i <k,

aVi L (V7 — D1+ 0(1). (1.6)



A metodologia POT (do inglés “Peaks Over Threshold”) foi introduzida em
Smith (1987), onde é usada a parametrizagao (y,d) com 6 = v/a. A parame-

trizagdo da Generalizada de Pareto em (1.5) foi sugerida por Davison (1984).

O estimador de maxima verosimilhanca de v, 3M%, designado de estimador

PORT-ML, é uma funcao explicita do estimador de maxima verosimilhanga de
a, ML ¢ da amostra dos excessos, V;. Assim,

k
AML (f; Z (1+aMt ;). (1.7)

w\r—‘

A metodologia associada aos excessos acima de um nivel aleatério foi deno-
minada de metodologia PORT (do inglés “Peaks Over Random Threshold”) em
Araijo Santos, Fraga Alves e Gomes (2006).

Note-se que, uma escolha ébvia para a estimacao de o é 1/X,,_k.,. Entao
1+aVi=Xn—it1:n/Xn—km, € 0 estimador em (1.7) é o estimador de Hill (Hill,
1975),

k
1
~vH(k) = - ; {In X0 it1m —In Xy pen ) (1.8)

Vamos em seguida explicitar o factor (1+o0,(1)) em (1.6). Sob a validade da
condigao de variacdo regular de segunda ordem em (1.2), existem constantes -y
e « tais que, para 1 <i <k,

Y/ . -1
d —i+1:
aV; = )k’y—i—&-l:k 1+ A(n/k)Y, i+1:k Ao +;k (1+0p(1)). (1.9)

A equagao anterior pode ser reescrita da seguinte forma:
P

Y"B . .., -1
aV; :yﬁm%0+mmmkljku+%m01

YP -1
_ e’YlnYk—i+1:k+A("/k)w(1+0p(1)) _1

Aln/k) Yb—it1:k
YInYi i1k (1+ m(prop(l)))

= €

y~O+AW”’k‘””€10+%u»)

pln Yk—z+1:k
- k—i+1:k

An/k) Ye—ig1x~ 1
v e 7 PV
k—i+1:k

-1

- 1.

%



Com base nas equacoes (1.6) e (1.9) obtemos que,

4 _
A(n/k) Ye—it1:k "
Yo eIV ik

aVi— Yk’yez—i—lk —1 (O‘V (kz+1kz 1))
Como
Y -1 k)P
e — 1 RS k) = gao) = 1), (1.10)

pIn Yy i1 pln(i/k)
e 1Y; é uma funcao limitada, esperamos que o estimador associado a um modelo
GP com parametro de forma igual a v tenha um viés maior do que o estima-
dor obtido considerando os excessos V; provenientes de um modelo GP com

parametro de forma -y;, dado por

o=y A — o B (B) << (1.11)

O modelo GP com funcao de distribuicio GP(z;7;,«a) em (1.5) e com
parametro de forma ~; em (1.11), para todo 1 < i < k, é designado de mo-
delo de Pareto modificado (MP, do inglés “Modified Pareto”). O estimador de
maxima verosimilhanca de v obtido com base nos excessos associados a este

modelo é designado de estimador PORT-MP e dado por:

k
~ 1 53 ~ -~ ( / k) F-1
MP (1 — 1 B (n/k)? ; MPy/ o
k)= : E In(1 Vi =
(1.12)
onde @MP é o estimador de maxima verosimilhanca de o baseado nos excessos

associados & distribuicdo de Pareto modificada, sendo p e  dois estimadores

adequados dos parametros de segunda ordem p e (3, respectivamente.

Se escolhermos, novamente, um estimador @ = 1/X,, ., obtemos o estima-
dor dos log-excessos ponderados ou o estimador de Hill Ponderado, designado
de estimador WH (do inglés “Weighted Hill”),

k
1 ~ ~ o~ X - .
~WH AWH + —B (n/k)P n—i+1:n
AWH (k) = Vﬂp = Eﬁ In <n—k:n > (1.13)



Este estimador foi estudado por Gomes et al. (2004) e é um estimador de viés
. .« A . . J . 2 oA .

reduzido de segunda ordem, com variancia assintética igual a *, a variancia

assintética do estimador de Hill, face a condigoes fracas impostas ao estimador

do parametro de segunda ordem p.

Neste trabalho comecamos por apresentar, na secgao 2, os estimadores
de maxima verosimilhanca com o viés acomodado nos excessos associados a
distribuicio de Pareto modificada, denotados por M7 (k). A estimacio dos
parametros de forma e de escala de segunda ordem, p e [, respectivamente, é
apresentada na secgao 3. Na seccao 4 analisamos o comportamento assintético
dos estimadores YM¥ (k) e finalizamos este trabalho apresentando, na sec¢io 5,
um breve estudo comparativo do comportamento exacto dos estimadores em

analise.

2 Estimadores de Maxima Verosimilhanca com o viés
acomodado nos excessos associados a distribuicao
de Pareto modificada

Como referimos anteriormente, o procedimento inferencial é realizado admitindo

a existéncia de um parametro « para o qual os excessos V; = X, i1 — Xn—kn

sao provenientes de um modelo GP com fungao de distribuicao GP(x;~;, «) em

(1.5) e com parametro de forma ; definido em (1.11), para todo 1 <1 < k.

A funcao de verosimilhanca de V. = (V;,1 <1 < k) é, entdo, proporcional a

" o
L(a, B,7;V) = <C¥> He_f@(n/k)p¢i(l _|_avvi)—%e B(n/k) wz_17

=1

e consequentemente,

k k
InL(y,a;V;,1<i<k)=klna—klny—p <%>p2¢i —Zln(1+av,~)
i=1 i=1
Lk
B Ze*ﬁ(”/k)p% In(1+a V).

v =1



A maximizacdo da equacao anterior em ordem a -y permite obter o estima-
dor de méxima verosimilhanca de ~y, 7P baseado nos excessos associados &

distribuicao de Pareto modificada,

k
N 1 3 o ~
TP (k) = = > e W™ (1 4 aMP v, (2.1)
k =1
onde aMP é o estimador de maxima verosimilhanca de o baseado nos excessos

associados a distribuicao de Pareto modificada, sendo B\ e p dois estimadores
adequados dos parametros de segunda ordem (secgao 3), e @Zl o estimador da
funcao v; dada em (1.10).

Considerem-se as seguintes notagoes:

=t Xt Wl +a V), Ag =33, o e 1+ a V),

Vi 17 k)P,
kEz 1 1+aV’ B(j) kZ =1 W Bln/k)y aV’

1 vk Vi Lo—B(n i
C=z2in (1fa V)2 Cy) = kZZ 1 W TR (1+a V)Q’

~ o~ ~

e as notagoes ébvias para ,1 B, C, A\(j), B e é(j), j > 1. Desta forma, e com

j > 1, observamos que

9A B 9B _C 94y By 9By G

oo o da o O a O o’
% _ 873 —0 BA(]) _ (n/k) A]+1) 83(]) _ _A(n/k) B(jJrl)
o3 a3 0B By ’ op By '

O estimador de a baseado nos excessos associados a distribuicao de Pareto

MP "¢ a {inica solucdo da equacdo,

modificada, &
. B
B+=Y_1=0. (2.2)
A

Nas secgbes 3 e 4 analisamos a estimagao do vector de parametros («, 3, p)

de forma a obtermos a distribuicio assintética de M.



3 Estimacao dos parametros de segunda ordem

Neste trabalho optamos pela estimacgao externa dos parametros de segunda or-
dem num nivel k1 adequado. Para mais detalhes sobre as vantagens e desvan-
tagens de uma estimacao externa dos parametros de segunda ordem versus a
estimacdo interna no mesmo nivel £ em que é feita a estimacao do indice de

cauda pode ver-se o trabalho de Gomes e Martins (2002).

Deste modo, o estimador dado em (2.1) pode ser reescrito da seguinte forma:

aMP _ o

AMP (k) = Ayy = Agy + Bo — (1+o0p(1)), (3.1)

e, como O (B+ Byy/Aqy — 1) /0a = (C + Ciy /Ay — (Bay/An))?)/a, o esti-

mador @M (k), em (2.2), é tal que

B By | a? - C 2
B+=Y_1=0=B+-2 142 Q(C+(1)—<(1)> )(1+0p(1)),
Ay A . A\
i.e.,
aMP _ o 1-B— Buyy/Aw
_ 1+ 0,(1)). 3.2
o C+Cuwy/An) — (Bay/Aw)? G+ opl)) &2

A semelhanca de Gomes e Pestana (2007) apresentamos de seguida um al-
goritmo heuristico para a estimacao dos parametros de segunda ordem p e (.
Para a estimacao do parametro de forma p consideramos a metodologia apre-
sentada por Fraga Alves et al. (2003), enquanto que na estimagao do parametro

B consideramos a abordagem seguida por Gomes e Martins (2002).

1. Dada uma amostra (X;, Xo,...,X,,) tragam-se as trajectérias amostrais
de p(k;7) para alguns valores de 7 € 7, onde 7 = {0, 1}, por exemplo,
com

3(T) (k) — 1)

k) -3 | (33)

pr(k) = plhi 7) = —




onde Tff)(k:) é a estatistica,

(

In (M(l)(k)) i (M<2><k>/2)
I T e R T A
PO i) - (P 2) " .
| (uP0/2) " - (P g6)
M (k zlfﬁ:[ ZI]J j=1 MY =77 em (L8)];

2. Calcula-se a mediana de p(k; ) para valores de k € ([n?9%], [n099]) de-

notada por x, e determina-se o valor do parametro de controlo 7* através

do seguinte critério de estabilidade:

* . -~ 2
- 1) — )2 4
7" = arg min Zk: (ks T) — xr)*; (3.4)

3. Considera-se € ~ 07,
k= [n') + 1, (3.5)

e calcula-se a estimativa p;« = p(ki;7%), com p(k;7), 7* e k1 dados em

(3.3), (3.4) e (3.5), respectivamente;

4. Calcula-se BT* = B(kl; pr+), com 7 e ki dados em (3.4) e (3.5), respecti-
vamente e B\(k‘, p) dado por,

B(k;p) = k -5 k N k —25 , (3.6)
7 1 7
(2GS @) (26 )
=1 =1 =1
onde U; := i(nXy_ 41 —InXyin), 1 < i < k < n, sdo os

espacamentos das log-observagoes devidamente escalados.

Nota 3.1. O parametro de controlo T* resultante da aplica¢io de (3.4) € tal

que, com elevada probabilidade, 7% = 0 quando p > —1 e 7 =1 quando p < —1.



Os estimadores apresentados em (3.3), calculados no nivel ki em (3.5),
sdo genericamente denotados de p e utilizaremos a notacao E para denotar

~

B(k1; p(k1; 7)) para qualquer valor de .

4 Propriedades assintéticas

Nesta seccao comegamos por analisar o comportamento assintético das v.a’s em
estudo, o qual serd posteriormente utilizado na determinacao das distribuicoes
assintéticas de FM¥ supondo inicialmente que todos os parametros sdo
conhecidos a excepgao do indice de cauda 7, e admitindo, em seguida, que

procedemos a estimacao adequada do vector de parametros («a, 3, p).

Seja {Ei}i21 uma sequéncia de v.a.’s independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.), com distribuicao exponencial unitéria e Ej;j a j-ésima (1 <
j < k) e.o. de topo proveniente de uma amostra de dimensao k£ do modelo

exponencial unitario. Considerem-se as seguintes notacoes:

k
B = 230 ¥ Brei (5.2 0), (4.1)
i=1
(”) 1o o1 Y=L
Qi = vl Rz, (42)
i=1
. 1 k .
Rl(c]) — EZ ¢3 (1 _ e_'YEk—i+1:k) ,(j >0), (4.3)
=1
) 1 ¢ j Vi i =1
2 = ) W Y — 020, (4.4)
=1
N G VL A e ) ,
aj = py v dz,(j > 1), (4.5)
1 [P -1701 -2 ,
b’ = e - d 5 > 0 , 46
no= S e 52 0) (46)
1 Lav(z=r —1)7+!
big = —— : dz, (j > 0), 4.7
g = o | e a2 0) (1.7)

onde 1; := —((i/k)=" —1)/(pIn(i/k)) (definido em (1.10)) e P,gj), Q,gj), R,(Cj) e

10



Z]E,J ) 30 assintoticamente normais.
Comegamos por apresentar o seguinte resultado:

Proposicao 4.1. O comportamento de primeira ordem das varidveis aleatorias
Plgj); ;(j); R](gj) € Z](CJ) € dado por
E(P;Ej)) = IE(Q,?)) = a; (definido em (4.5)),
E(Rl(gj)) = bj1 (definido em (4.6)),
E(Z,Ej)) = bj2 (definido em (4.7)).

O comportamento de sequnda ordem de PIEO) e R,(CO) ¢ dado por

KWar(PY) = 1, (4.8)

2

)y _ 2l
kVar(RY) = : 4.9
or(fi’) (1+7)2(1 +27) (49)
kCow(P”, RY) = (117)2. (4.10)

Demonstragao. Para j > 0, podemos escrever que

i 1 1 (1S (k)P — 1) A 1
E[PJE )] = k;% E[Ek_i+1:k]=(pj) (kﬁz<(/ln)(z/k:)> Z])
N RN UL R A EE N
S (kz;< n(i/k) > (ka:jk))
(—1)/ P —1\’ 1y
P Pl /( Inz > d$/$ydy

)

Yl (e — 1)
= ( ) (z — ) dr = aj, dado em (4.5).
14 o Itz

Assintoticamente temos que, para j > 1,

k . _
QP ~ L3 o
i=1

p

_ i <1§ <</k>—1>> . 4y, dado e (43),

I k& In/~1(i/k)

11



e para j > 0,
I G VL RN (7L it AR
E[R; "] i (k:zl< In(i/k) > = )>

Sy b Vi)

k—oo |pld In? x

= bj1, dado em (4.6),

i KGR — 1))
Bz ~ S <;Z b 2o ) “(i/m”)

pitl P In’(i/k)
1 1 2V (zP — 1)JF!
o P / P = bj2, dado em (4.7),

ficando, desta forma, demonstrada a primeira parte da Proposicao. No que diz

respeito a segunda parte,

© 2 & 2 o 1
k"V‘”“(Pk) = %Z 7(Ek—it1:k) %Z 2.7

1
— / / / y dz de = 1.
k—oo

Os restantes resultados obtém-se facilmente: tendo em conta que E(e™7F) =

_ 0 2
m e E(e=27F) = ﬁ obtemos /-cVar(R,(C )) = (Hv)gw; e dado que E(E —
Ee Py =1- W’ concluimos que Cov(E,1 — e 7F) = ﬁ, ou seja,

kCoo(R”, RY) = e

O]

Nota 4.1. As constantes aj, bj1 e bjo definidas em (4.5), (4.6) e (4.7), respec-

tivamente, satisfazem para j =0 e j =1 as sequintes igualdades:

. 1
apg = 1; a; = ——;
0 ) 1 1_,07
1. (1 1—
boy = i py =ty EEN0 =)
1+~ p I+~y—p
1 L (1+7y0+7—2p)
boz = ; biz =—— CE
1+ +v-p) (1+v-p)

12



Sabendo que a funcao v;, em (1.10), é limitada e que k é uma sequéncia

intermédia de inteiros, as v.a.’s A, B

podem ser escritas da seguinte forma:

k

Ay =
=1
1o A(n/k) 1
= = ¢t ) — L
kZ;w n(l+a V) - = 3

= Aj— A(:/k) Aj1(1 4 0p(1)).

1 a 'V
_ J=1 _—B(n/k)*e; i
By = %Zd’i e~ Ptn/k) 1+aV
i=1
k
1 1 aV; A(n/k) 1
_ - J 1 A
N k;djl l+aV;, 7~
Aln/k
= 8- 2 B4 ,(1)
1 aV;
_ J—1 —B(n/k)P; i
Coy = 2w e (+a V2
i=1

aV;

i) € C(j), apresentadas na secgao 2,

Zwﬂ (14 a Vi) (1 +0p(1))

(4.11)

ka,H 7 (L +0p(1))

(4.12)

I T A(n/k) 1 :

— - A(’fy/k) Cipa(1 + 0p(1)).

Nota 4.2. A partir das equagoes (4.11), (4.12)
B = Bl eC = Cl.

(4.13)

e (4.13) temos que: A = Ay,

Para as v.a’s em estudo sao vélidas as seguintes representagoes em distri-

buicao:

Teorema 4.1. Admitindo a validade da condi¢do de wvariagdo reqular de se-

gunda ordem, (1.2), e considerando sucessoes intermédias de inteiros k = ky,

13



satisfazendo (1.3) sdo vdlidas as sequintes representacoes em distribuicdo:

Ay Lya;1+9 (PRI = ;1) + aj Al/k)(1 + 0y(1), (4.14)
d j—

Ay £ a1+ (BIY = a;1) + o (An/)), (4.15)

By Loy a4+ (BY T = bi1a) + b1 A/R)(1L+0p(1)), (4.16)

d j—1
By =bj-11+ (R,(j '~ jfl,l)

+ (12— B2) AR+ 0,), @417

e
d Y
C = + 0,(1). 4.18
T2y ol “18)
Consequentemente
L _pg_Bwa gl Sk
A(l) 1+V)V1+2y Vi
In (lJler)(l—p) _ 1+v
+ . ‘;2 2 A(n/k)(1+ 0p(1)), (4.19)

com Sy assintoticamente normal padrdo. Temos ainda que

Cay <B(1)>2 d 72
C — = 1). 4.20
* Ay Ay (T +7)2(1 +27) Topll) (4.20)

Demonstragao. Comecemos por A;. Dado que

1

ye o
k— :k
aVi = Y, . —1+AMm/E) Y] 1, %(1 +op(1)),

p
Yk—i—i—l:k —1

l+aV = Y, <1 + A(n/k) (1+ Op(l))) :

e podemos escrever

k
1 -
A = EZW "In(1+4a V)
i=1
k k p
o 1 Y1
= RV B 3 20T I Aw/) (14 0(1))

i=1 =1

14



Aplicando os resultados obtidos na Proposicdo 4.1 sobre a convergéncia as-
sintdtica de P,gj) e Q,(Cj), obtemos (4.14).

De modo analogo,

Y el
aVi Y1+ AWK YL 2 (14 0p(1))

_ ke
bt Ve (1+ An/k) T2 (14 (1)) )

- (1 o e A(n/k)y’f”[l;’f_l(l + op<1>>>

X <1 — A(n/k) Y’f”[l;’“_l(l + op(l)))

Y/ . -1
— — k—i+1:k
= 1-Y i HAN/K) Y, Z+p7(1 + 0p(1)).
Entao,
1 u a'V;
B' — - j*l 1

k
=1

1o Y1
TR U Vil = Al/R) 1+ 0p(1)),
i=1
obtendo-se (4.16). Por tltimo, % pode ser reescrito da seguinte forma,

P _
1= Yy + Aln/k) Z=51571(1 4 0,(1))

P
VP -1 2
V7 (14 Aln/k) 2225214 0,(1)))
— — —y Ykpfz#l:k -1
= | Vs (I =Y + A(n/k)ykfzﬁrl:kf(l +0p(1))
V=1
(1= 24(n/k) Ak T2 4 (1))
p

= Yk_—vi-f—l:k(l - Yk_—wi-i-l:k)

An/k) (2v—2 v Ykp—i+1:k —1
+A(n/k) (2 k—itlk k—i+1:k> T(l + 0p(1)).
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Podemos entao escrever
1 k
= — — - E;
€=G =3 Z 1+a V Tk Z:: — )

1 -2y -y Yz'p_l
~+kgg@n2—¥ ) = AWR) A+ 0p(1),

obtendo-se a igualdade em distribuigao (4.18), bem como o restante teorema.

De facto,
g Bwa (B e 0 N@®E” )
A L+ ¥
bi1 — (1 + v)bo2
+ P k(1 40, 1)
ou seja,
B (0) 1+ (R - 1)
g Boa (B0 UFET -
A 1+7 v
In (1J1r1)(1*p) -2
T AR (1 op(1)),
e com base na Proposicao 4.1,
var [P -1 0 FNEY -5 08
1+ Y TR+ (1 +2y)

O]

Suponhamos, entdo, que conhecemos todos os parametros a excepcao do

indice de cauda ~. Neste caso é valido o seguinte teorema,

Teorema 4.2. Nas condicdes do Teorema 4.1 obtemos para W%P, em (1.12), a

sequinte representacdao em distribuicdo

~ d Y
TP (k) =+ —= N + 0p(A(n/k)), (4.21)

vk
onde N € assintoticamente mnormal padrado. Desta  forma, a wv.a.

\/%(;y\yp(k)—’y) seque distribuicao assintotica normal padrao quando
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VE A(n/k) — 0, e quando vk A(n/k) — X\ # 0, finito, quando n — oo.

Demonstragao. A partir de (1.9), temos que

(”/k‘) k1+1k -1
v opInYi i1k

In(14+aV;)) =yInYg_j11.k (1 + (1+ op(l))> ,

e portanto 7M P (k) pode ser reescrito da seguinte forma

k
gl A(n/k) Vi itag =1 ) ( A(n/k) )
RS i 1+ 1 1-— (14 o(1 .
P S o e (RR0) P i1+ o(1)
Definindo
k p k
I o Y =1 1 1) _ p)
W ::k;p —k;% Ey_iv1 = Qk _Pk )
com P Q dadas em (4.1) e (4.2), respectivamente, obtemos
~ k
T = § 30 B A /) Wi 1+ op(D)
Pela Proposigdo 4.1 sabemos que E[Plgl)] = E| ](Cl)] = a;. Logo, a v.a.

Wi converge em probabilidade para 0, quando k& — oo, e, definindo Ny =
k
VEk <,1€ S B — 1), obtemos a representacao em distribuigao (4.21).
i=1
O

Caso os parametros de segunda ordem p e § sejam estimados de forma ade-
quada, i.e., se p—p = 0p(1/Inn) e B— B = op(1), para todo o k utilizado na

estimacdo de M P (k), é vélido o seguinte teorema:

Teorema 4.3. Nas condi¢oes do Teorema 4.1 sao vdlidas as sequintes repre-

sentacoes em distribuicdo:

aMP (k) —a d (1 —I—’y)\/1+2'ys
(e ’)/\/E K

14+ 7)2(1+29) (In 3202 o
(14720 + 7><,y4 B " 5) it s o), 020

_|_
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e desde que p— p =o0p(1/Inn) e B—pB= op(1),

FMP(ky Ly “\jg) i

(14 7)(1+2y) (0 BP0 - o

+

3 ) An/k)(1+0p(1)), (4.23)

com Sy e Vi assintoticamente normais padrao.

Demonstragao. No Teorema 4.1 obtivemos que

0
Buy 4 [P -1 (1+7RY - )

1— B — < - Ity
! A(l) 1+"}/ Y
o 0= o
— _l’_ —
L AR (Lt (D).
Como ) )
Cu <B<1>> d v
Cy + _ = + 0p(1
P Ay \ A (L+7)%(1 +27) p(1)
_p,_ 2w
o AT (k)—a _ STy >, obtemos
° mm_(m) ’
A AW

GMP(R) —a 4 (147)2(1+2y) (PO -1 (+nERY - )

a 72 1+~ v

I+y—p I+y—p

(1+7)2(1+29) (ln (I4+9)(1=p)  _ ~ )
i A(n/k)(1 + 0p(1)),

_l’_

v

i 0 0
e, com base na estrutura de covariancia entre Plg ) e R,({ ), apresentada na Pro-

posigao 4.1, obtemos (4.22).
Por tltimo, dado que M7 (k) = Ay + B %(1 + 0p(1)), podemos es-
crever que

MP

~MP d (0) v o (k) -«
EY=~v+~(P —1

An (k) =~ ’Y(k )+1 ~ o

(1 + Op(l))v

obtendo-se (4.23). O
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Nota 4.3. O comportamento assintdtico do estimador FME(k), em (1.7), foi
obtido por Smith (1987) considerando o nivel u fixo. O resultado obtido no seu
Teorema 3.2 foi reescrito por Gomes (2002) no contexto de um nivel X, k.,
aleatorio, obtendo-se, sob a validade da condi¢do de variagcdo regular de sequnda
ordem em (1.2), a sequinte representa¢ao em distribui¢ao
(L+)(y +p) Aln/k)
YL =p)(L=p+7)

com My assintoticamente normal padrao.

~MLy 4 (1+7)
MLy £ 4 My, +
An (k) =~ i M

(14 0,(1)), (4.24)

Nota 4.4. Relativamente ao resultado de Smith expresso em (4.24), obtemos um
viés assintdtico diferente e comparando as representacoes em distribui¢ao (4.21)
e (4.23) observamos que, apesar de a estimagdo dos parametros de sequnda
ordem ser realizada de uma forma adequada, o viés obtido em (4.23) nao é de
ordem inferior a A(n/k), como pretendido, e a variancia assintdtica aumenta

ligeiramente.

5 Comportamento dos estimadores em amostras de

dimensao finita - um estudo de simulacao

Nesta seccao comegamos por implementar o algoritmo de estimacao de maxima
verosimilhanca do modelo Generalizado de Pareto proposto por Grimshaw
(1993) aplicado & amostra de excessos, V;, de modo a obtermos as estimativas
do estimador PORT-ML. Para obtermos as estimativas do estimador PORT-
MP, desenvolvemos e implementamos uma versao modificada do algoritmo de

Grimshaw, apresentada em anexo.

Devido ao elevado tempo de computacao dos algoritmos de Grimshaw e
de Grimshaw modificado, as simulagoes foram baseadas em 10 réplicas com
100 corridas cada para amostras pequenas, com n = {100,200, 500, 1000}, e
escolhemos o valor j = 100 para o nimero maximo de iteracoes do método de

Newton-Raphson modificado.
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Na Figuras 1, 2 e 3 estao representadas as trajectorias dos valores médios,
E[], e dos erros quadraticos médios, EQM|.], dos estimadores em estudo, base-
adas na primeira réplica, para um modelo Burr, F(x) = 1—(1+z=*/")Y? 2 >0
comy+p<0,v+p=0e~y+p>0. Os valores escolhidos para (v, p) foram
(0.1,-0.5), (0.5,—0.5) e (1.5, —0.5), respectivamente.

As simulagoes mostram que o estimador PORT-MP apresenta, regra geral e
para modelos com valores de v + p # 0, trajectérias estdveis e viés inferior ao
do estimador PORT-ML, para todos os valores de k. O erro quadréatico médio
do estimador PORT-MP é, regra geral e para estes modelos, inferior ao erro
quadratico médio do estimador PORT-ML para uma vasta gama de valores de
k. Nos modelos com v+ p = 0 (Figura 2) o estimador PORT-ML é um estimador
de viés reduzido de segunda ordem (veja-se (4.24)) e apresenta, como esperado,
viés e erros quadraticos médios inferiores aos do estimador PORT-MP, para

todos os valores de k.

E[] EQML]
0.1 02 ]
0.0 : : . . k 0.15 |
200 400 600 800 1000
01 4 PORT-ML
0.1
0.2 4 PORT-MP
0.05 |
0.3 4 PORT-ML PORT-MP
0 : : : : k
0.4 0 200 400 600 800 1000

Figura 1: Valores médios e Erros quadrdticos médios dos estimadores em estudo para

amostras de dimensao n = 1000, de um modelo Burr com p=-0.5 e v = 0.1.

As estimativas obtidas, W%‘(k) AML(k) e MP(K)), com k =1,2,...,n—1
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1.0

0.5

0.0

-0.5

E[]

PORT-ML

PORT-MP

200 400 600 800 1000

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0

EQM[]

PORT-MP

PORT-ML

600

800

1000

Figura 2: Valores médios e Erros quadriticos médios dos estimadores em estudo para

amostras de dimensao n = 1000, de um modelo Burr com p=-0.5 e v = 0.5.

E[]

3.0

2.5 A

2.0

1.5

1.0

0.5

PORT-ML

e

/
PORT-MP

0.0

[

0

00 400 600 800 1000

0.5

0.4 4

0.3

0.2 4

0.1

0.0

EQM[]

PORT-ML

PORT-MP

0 200

400

600

800

1000

Figura 3: Valores médios e Erros quadrdticos médios dos estimadores em estudo para

amostras de dimensao n = 1000, de um modelo Burr com p=-0.5 e v = 1.5.

et=1,2,...,100, serviram ainda de base para a determinacao de,
o 1 oo )
k;é‘;[‘ = arg m}jn EQM(?%’(k)) = arg mkin (100 Z; (ﬁ%’(kz) — 7) ) ,
1=
R 1 loo
Byt = B )] = 15 LA
i=
o | oo )
EQMg"™ == EQM [ (kjl®)] = (i (k0s®) =)

100 &

e com base nos resultados obtidos nas 10 réplicas obtiveram-se os respectivos

intervalos de confianga a 95%, apresentados na Tabela 1.

Na Tabela 2 apresentamos a eficiéncia relativa (REFF) dos estimadores em
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Tabela 1: Fraccao optima da amostra, Valores esperados e Erros quadraticos

médios de YME(k) e AMP (k) para um modelo Burr com v = {0.1,0.5,1.5} e

p=—0.5.

n

100

200

500

1000

(v,p) = (0.1,-0.5)

kos " /n

K47

0.4080 =+ 0.0221

0.5010 +£ 0.0483

0.3185 £ 0.0247

0.3600 £ 0.0223

0.2342 £ 0.0275

0.2550 £ 0.0359

0.1980 £ 0.0129

0.2354 £ 0.0130

ML
Ey

E(])WP

-0.2096 + 0.0153

-0.1061 + 0.0125

-0.1500 £ 0.0094

-0.0857 £+ 0.0046

-0.0985 £ 0.0165

-0.0669 + 0.0112

-0.0888 £ 0.0011

-0.0690 £+ 0.0009

EQMg"*

EQM(A)IWP

0.1279 £ 0.0119

0.0519 +£ 0.0046

0.0809 £ 0.0043

0.0415 +£ 0.0018

0.0483 £ 0.0052

0.0320 £ 0.0027

0.0406 £ 0.0001

0.0307 £ 0.0003

(v,p) = (0.5,-0.5)

kos " /n

kP /n

0.9720 £ 0.0184

0.4650 £ 0.0411

0.9865 £ 0.0084

0.3350 £ 0.0220

0.9866 £ 0.0172

0.2306 £ 0.0255

0.9955 £ 0.0024

0.1745 £ 0.0173

Eé\/IL

E(])\/IP

0.4588 £ 0.0135

0.3025 £ 0.0189

0.4704 £ 0.0065

0.3153 £ 0.0082

0.4746 £ 0.0068

0.3261 £ 0.0112

0.4763 £ 0.0042

0.3211 +£ 0.0025

EQMML

EQMOJ\/IP

0.0241 +£ 0.0038

0.0568 £ 0.0072

0.0112 +£ 0.0010

0.0479 £ 0.0025

0.0043 £ 0.0005

0.0397 £ 0.0033

0.0025 £ 0.0002

0.0385 £ 0.0007

(v,p) = (1.5,-0.5)

kos " /n

ko1 /n

0.2340 £ 0.0379

0.7670 £ 0.0202

0.1785 £ 0.0243

0.8190 +£ 0.0095

0.1492 £ 0.0129

0.8488 £ 0.0046

0.1052 £ 0.0123

0.8592 £ 0.0035

E[])\/IL

E(I)VIP

1.7315 £+ 0.0619

1.4976 £+ 0.0152

1.6566 £ 0.0486

1.4960 £ 0.0063

1.6375 £+ 0.0327

1.4969 £ 0.0028

1.5375 £+ 0.0665

1.4972 £+ 0.0028

EQMML

EQMéWP

0.3448 £ 0.0330

0.0481 +£ 0.0045

0.1933 £ 0.0124

0.0246 £ 0.0026

0.0968 £ 0.0074

0.0092 +£ 0.0009

0.0546 £ 0.0046

0.0051 £ 0.0006

estudo. A eficiéncia simulada de Y7 (k) relativamente a 7% (k), nos seus niveis

optimos é dada por,

7. [EQMEME(IM) [ EQMg't
O\ EQMERMP (kM) EQMM”
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onde YME (k) e AMP (k) sdo os estimadores dados em (1.7) e (1.12), respectiva-
mente, ké\g[L e k:é\g[ P os niveis 6ptimos simulados dos estimadores PORT-ML e

PORT-MP.

Os niveis 6ptimos para a estimacao de 7 através de 77 e de M denotam-

se por k)L e k}P e obtém-se através da minimizagdo, em ordem a k, do erro

quadratico médio assintético dos respectivos estimadores. Assim,

vr [ =p)(L+~v—p)n? 5
kgt = NIRRT ] (v+p#0),

2
1-2p
2 -
L MP Y P

0 - _
V=20(1+29)(8] (n B0 - 2

O indicador de eficiéncia estimada de 3M ¥ (k) relativamente a 3M%(k), cal-
culado nos seus niveis 6ptimos estimados, é, para os modelos com vy + p # 0,

dado por

"\ EQMEMP(RYP)

Ao | EQMENERY™))

onde EéVIL = kML(p, B) e E(])V[P = k)P (p, /79’\) sdo os niveis éptimos estimados
dos estimadores em estudo, p := p(k1;7) e E = E(kl,ﬁ) os estimadores dos
parametros de segunda ordem p e § dados em (3.3) e (3.6), respectivamente.

O nivel k; utilizado na estimagao dos parametros de segunda ordem foi kj =
[n0-995],

Nos modelos com v+ p = 0, o estimador M~ é de viés reduzido de segunda
ordem, pelo que nao é possivel, e num contexto de segunda ordem, determi-
nar analiticamente o respectivo nivel éptimo. A solucdo encontrada passa por
considerar escolhas adaptativas do nivel éptimo, a semelhanca do que é feito
em Gomes et al. (2006) e definir novos indicadores REFF. As escolhas adap-
tativas consideradas neste trabalho sdo: k)L := k}P e k}F .= n — 1, com os

respectivos indicadores,
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B . |EQMBMERYTY 5 [EQMET(n 1)
T\ BQMAEMPEMP) T T\ BQMENPRIP)]

Os valores dos indicadores inferiores a um encontram-se sublinhados.

Tabela 2: Indicadores de Eficiéncia Relativa para um modelo Burr com v =

{0.1,0.5,1.5} e p = —0.5.

3.9339 £ 0.8311

3.1137 £ 0.1895

2.1662 £ 0.1482

n 100 200 500 1000
(v,p) = (0.1,-0.5)

Ro || 1.5699 + 0.0218 | 1.3959 + 0.0131 | 1.2261 + 0.0145 | 1.1502 & 0.0040
Ry || 1.5521 + 0.0277 | 1.3894 + 0.0358 | 1.2231 & 0.0215 | 1.1231 + 0.0124
(v, p) = (0.5,-0.5)

Ro || 0.6508 + 0.0388 | 0.4829 + 0.0279 | 0.3315 + 0.0258 | 0.2525 + 0.0102
Ry || 0.7472 4 0.0385 | 0.6468 + 0.0258 | 0.5520 & 0.0202 | 0.5189 + 0.0101
Ry || 0.6125 + 0.5598 | 0.4429 + 0.4760 | 0.3086 + 0.3974 | 0.2409 + 0.3511
(7v,p) = (1.5,-0.5)

Ro || 2.6843 + 0.1344 | 2.8264 + 0.1956 | 3.2506 + 0.1316 | 3.2911 =+ 0.2829

1.8628 £ 0.1097

6 Consideracgoes finais

O estudo efectuado sobre a nova classe de estimadores de méaxima verosimi-

lhanca do indice de cauda permite-nos tirar as seguintes conclusoes:

e O estimador PORT-MP obtido através da acomodacao do viés no modelo
Pareto modificado é uma boa alternativa ao estimador PORT-ML, o estimador
de maxima verosimilhanga “cldssico”, para uma grande variedade de modelos
na regiao vy + p # 0;

e O estimador PORT-MP apresenta uma varidncia assintdtica igual a do esti-

mador PORT-ML e um viés assintético diferente;
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e Como seria de esperar, no nivel 6ptimo, as estimativas de v e do EQM dos
estimadores PORT-MP e PORT-ML melhoram com o aumento da dimensao da
amostra;

e O comportamento dos indicadores REFF depende, obviamente, dos
parametros do modelo em anélise. Além disso, os indicadores REFF apresentam
para a generalidade dos modelos valores superiores a um. Para os modelos com

k‘é\gL = n — 1, forneceu melhores

resultados do que os obtidos com base no nivel adaptativo k{1 = k)T

v+ p = 0, a escolha adaptativa do “threshold”,

7 Apéndice - Versao modificada do algoritmo de
Grimshaw para determinacao das estimativas de
maxima verosimilhanga num modelo Generalizado
de Pareto modificado

A funcao de log-verosimilhanca dos excessos associados & distribuicao de Pareto

modificada é, como vimos na seccao 2, proporcional a

k k
nL(y,0:¥) = klna —kiny = 8 (1) S v = > (1 +avi)
i=1 i=1

k
1
B Z e~ B(n/k)P; In(1+a Vj),
i
onde « = vy/d eV = (V;, 1 < i < k) é a amostra ordenada dos excessos
associados ao modelo Generalizado de Pareto em (1.5), com v substituido por

vi em (1.11) e designado de modelo Pareto modificado. Pelo que, a funcao h

utilizada no algoritmo de Grimshaw é, para esta versao modificada, dada por,

k k
1 _ 1 |
h1(9) = % Z ﬁ(n/k)p%(l .y VZ')_l . % Ze_ﬁ(n/k)pd}“i-
=1 i=1
1 k 1 k
- (n/k)P; _ 1 B
k(; /BP9 n(1 ev><k;1 0 Vi)~ > (7.1)
onde 0 = —a.
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A funcao apresentada satisfaz as seguintes propriedades, necessarias a deter-

minacao dos respectivos zeros:

(i) lim hy(0) = —oc;
0—1/V,"

(if) hi(0) <0, VO < 0p =205 V.

(iii) 1,(0) ZZ%(%ZL BB (1 — g V)2 = LYk BB (1 g v;)
; (zf D v LR vn—l) x
(A -0 v) - [ b e (1 - 6 v
[,izz (=0 V) = 5E 1 -017)2));

(iv) lim 11 (6) = 0;

k
(V) glr% hlll(e) = %Z‘/;Qe_ﬁ(”/k)pwi _ ( ZV e~ B(n/k) Psz).
- =1
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