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Resumo: Neste trabalho ¢ proposto um estimador do pardmetro de assimetria £ de uma
distribuicdo estavel, ¢ estuda-se a sua distribuicdo de amostragem com recurso ao software R.
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Abstract: An estimator of the skewness parameter 3 of a standard stable distribution with
known characteristic exponent « # I, is proposed. We use the function rstable of the library
Rmetrics to study his sampling distribution.
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1. INTRODUCAO

E comum em estatistica aplicada, assumir que os fendmenos aleatérios observados sio o efeito
de um grande numero de causas independentes e ndo observaveis que se adicionam resultando
no fendémeno em estudo. Pelo teorema Limite Central a soma de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) convenientemente centrada e reduzida, tem
distribuicao assintdtica normal. Mais geralmente, a soma de v.a.'s i.i.d., convenientemente
normada tem ainda distribuicdo normal, desde que se imponham algumas condigdes no
comportamento assintotico do segundo momento truncado das parcelas.

Pelo Teorema Limite Central Generalizado, se a soma de v.a.'s i.i.d. tem distribui¢ao limite ndo
degenerada esta distribui¢do tem de ser um elemento da classe das leis estaveis, de que a normal
¢ o0 nico elemento com variancia finita.

A classe das leis estaveis ¢ caracterizada por quatro pardmetros, usualmente designados por
o, P, a e ¢, respectivamente o expoente caracteristico (e.c.), pardmetro de assimetria,
localizacdo e escala.

Embora as varidveis aleatorias estaveis tenham propriedades aditivas interessantes e sejam
absolutamente continuas, somente se conhecem expressdes analiticas das fungdes densidade de
probabilidade (f.d.p.) correspondentes aos casos: a=2 (normal), a=1, =0 (Cauchy) ¢ a=1/2,
=1 (Lévy).

Este facto aliado a ndo existéncia de momentos para algumas destas distribuicdes, dificulta
muito o problema da inferéncia estatistica em modelos estaveis. Apesar das dificuldades
apontadas varios métodos foram utilizados para estimar os quatro parametros das leis estaveis,
ver por exemplo Iglésias Pereira, H. (1985) e Zolotarev, V.M. (1986).

Mais recentemente, a existéncia de programas de computador fiaveis permite calcular as
fun¢des densidade, as fungdes de distribuicao e os quantis das distribuicdes estaveis.

Neste trabalho apresenta-se um estimador do pardmetro de assimetria sugerido pelo
comportamento na origem da func@o de distribuicao (f.d.) de uma lei estavel, e estuda-se a sua
distribuicao de amostragem com recurso ao software R.
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2. MODELOS ESTAVEIS: DEFINIGOES E PROPRIEDADES
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A classe das distribuigdes estaveis tem fungdo caracteristica da forma (A)
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Os pardmetros estdo relacionados através de:
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O expoente caracteristico ¢ € o mesmo nas duas formas [6], p.12.



As distribuigdes estaveis tém propriedades interessantes:

I) As caudas da fungdo de distribuigdo F (x; a, ,B) de uma v.a. X estavel satisfazem
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quando x >+ e (C>0, k],k220 e k1+k2>0)

Donde se conclui que o e. c. @ estd intimamente relacionado com o comportamento das
caudas da f.d., sendo o peso destas tanto menor quanto maior o e.c. (a normal ¢ a estavel com
caudas mais leves).

I1) Toda a distribuicdo estdvel de expoente caracteristico o (0 <a <2) tem momentos
absolutos finitos de ordem 7 € (0,&) (esta propriedade é consequéncia da anterior).

I11) Dado que a fungdo caracteristica ¢(t) é absolutamente integravel, todas as leis estaveis
sdo absolutamente continuas.

Por outro lado, o parametro de assimetria 3 "compara" o peso da cauda direita com o peso da
cauda esquerda, uma vez que se tem

; I-F(x;a,p) __k
xS0 I-F(x;a, f)+ F(—x;a, ) k;+k,
F(—x;a, k
lim (~xa.p) =— (2.8)
x>t I-F(x;a,f)+F(-x;a,B) k;+k,
ko —k
tendo—se f= 2
ky+k,
E quando « # I, tem-se ainda a seguinte relagdo [6], p. 79.
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isto €, Fy(0;a,8) decresce com [} tanto mais rapidamente quanto menor for o.
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Também para a=1 se pode verificar que F yv(0;a,p) decresce com 3 [1]. Podemos pois

concluir que o parametro de assimetria esta relacionado com as caudas da funcao distribuicdo
e com o valor desta no ponto x=0.
Os graficos das f.d.p. f (x;a, ﬂ) de Holt e Crow [2] e das f.d. Fy (x;a, ﬂ) de Graga Martins

[1] ilustram as afirmagdes feitas € mostram que quando o, esta proximo de 2 a influéncia de 3 é
quase imperceptivel, facto este que também pode ser constatado em Nolan [5], pag.25.



A funcao stableSlider da biblioteca Rmetrics do software R 2.6.2, também permite visualizar
este comportamento.

3. UM ESTIMADOR DO PARAMETRO DE ASSIMETRIA

Designemos  por S(a,ﬁ,a,c) uma v.a. estavel de  parametros (a,ﬁ,a,c),

ae(02],-1<<1, a€g R c>0, todos conhecidos excepto o pardmetro de assimetria f.
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A partir da relagdo anterior podemos obter um estimador do parametro § supondo o conhecido.
Seja (X 1o X n) uma amostra aleatéria de uma populagdo estavel padrao, i.e., S(a, g, 0,1)
(a=0,c=1, sem perda de generalidade)
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onde F, n* (x) ¢ a funcio de distribuigio empirica de uma amostra aleatéria (X,,...X, ).

A fungdo rstable(n,alpha,beta,gamma=1,delta=0,pm=c(0,1,2)) da biblioteca
Rmetrics permite gerar amostras pseudo-aleatérias de distribui¢cdes estaveis, sendo gamma o
parametro de escala c¢, delta o parametro de localizacdo a € pm o parametro que indica a
parametrizagdo utilizada. No presente trabalho usamos a parametrizagdo pm=1, que é baseada na
representacdo (A) e para a qual se tem a igualdade (3.1). A titulo de exemplo apresentamos o

By = (3.3)

programa utilizado para a obten¢ao de m valores de ﬂ: a partir da geragdo de amostras de uma
estavel 5(0.9,0.5,0,1).

n<-500

m<-100

alpha<-0.9

beta<-0.5
s<-matrix(0,nrow=n,ncol=m)
freg<-matrix(0,nrow=1,ncol=m)
FO_emp<-matrix(0,nrow=1,ncol=m)
estbeta<-matrix(0,nrow=1,ncol=m)
set.seed(011)



for(§ in 1:m)

{s[.jl<-rstable(n,alpha,beta,1,0,1)
freq[,j]<-length(subset(s[,j]1,s[,ij1<=0))
FO_emp[,j]<-freq[,j]/n # f.d. empirica no ponto O

estbeta[, j]<-tan(alpha*pi*(0.5- FO_emp[,j]))/tan(pi*alpha/2)}
FO_emp

estbeta

round(mean(estbeta),4)

[1] 0.5046

var<-matrix(0,nrow=1,ncol=m)

for(§ in 1:m)
{var[,j]<-((estbeta[,j]-mean(estbeta)))"2/(m-1)}
round(sgrt(sum(var)),4)

[1] 0.0472
Nas tabelas seguintes registaram-se os valores das médias e varidncias empiricas das

estimativas obtidas. Excluem-se os casos o<l, B=1 uma vez que correspondem as
distribuicdes estaveis positivas.

Tabela 1: Média e (variancia) de m=100 observagoes de ﬂ: , =500

p=0.2 p=0.3 B=0.5 p=0.8 B=1.0
a=0.1 0.2017 0.3034 0.4993 0.7998
(0.0414) (0.0428) (0.0379) (0.0293)
a=0.2 0.1993 0.2926 0.4989 0.7996
(0.0414) (0.0424) (0.0377) (0.0304)
a=0.5 0.2043 0.3001 0.4992 0.8010
(0.0354) (0.0342) (0.0309) (0.0267)
a=0.8 0.1961 0.3011 0.4987 0.8027
(0.0223) (0.0292) (0.0405) (0.0429)
a=0.9 0.2027 0.2983 0.5046 0.8082
(0.0218) (0.0305) (0.0472) 0.0718)
a=1.1 0.203 0.3101 0.5186 0.8681 1.1519
(0.0284) (0.0514) (0.1072) (0.3076) (0.4713)
a=1.2 0.2021 0.3043 0.5067 0.8416 1.0189
(0.0357) (0.0483) (0.0734) (0.167) (0.2442)
a=1.5 0.1978 0.3248 0.4993 0.8261 1.0162
(0.1134) (0.1229) (0.130) (0.1762) (0.2226)
a=1.8 0.2113 0.3426 0.493 0.7678 1.0005
(0.360) (0.454) (0.381) (0.4328) (0.3973)
a=1.9 0.2239 0.1408 0.5723 0.7305 1.0006
(0.845) (0.9539) (0.7909) (0.9151) (0.8833)

Considerando agora amostras de dimensao n=1000 de estaveis de expoente caracteristico o perto de 2,
. * . L1 A L ~
calculdimos m =100 valores de f3, . As respectivas médias e varidncias destas estimativas estdo

registadas na tabela seguinte.



Tabela 2: Média e (variancia) de m observagoes de ﬂ:

p=0.2 p=0.3 B=0.5 p=0.8 B=1.0

a=1.8 0.1861 0.2999 0.4951 0.7811 1.0429
(0.2731) (0.2704) (0.2927) (0.3163) (0.2878)

a=1.9 0.3000 0.2855 0.4798 0.8830 1.0348
(0.6354) (0.6017) (0.564) (0.5621) (0.6489)

4. Concluséao

- . , . * . .
Pela observacdo das tabelas anteriores concluimos que o estimador f, ¢ mais preciso quando

o<1, vindo o seu desempenho a piorar a medida que @ s¢ aproxima de 2, pois como ja tinhamos
referido anteriormente, a influéncia de 3 nestes casos € quase imperceptivel.
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