
Redução de viés na estimaçãosemi-paramétria de um parâmetro deesalaFrederio CaeiroCMA e DM - Fauldade de Ciênias e TenologiaUniversidade Nova de Lisboa15 de Março de 2006Resumo: Neste trabalho propõem-se, num ontexto de variação regular de segunda or-dem, novos estimadores semi-parametrios de um parâmetro de esala de primeira ordem.Tratam-se de estimadores de viés reduzido que permitem a redução do erro médio qua-drátio. É utilizado o Método de Monte Carlo de modo a obter, para amostras de dimensão�nita, o omportamento destes novos estimadores omparativamente om outros existen-tes na literatura.Palavras�have: estatístia de extremos, estimação semi-paramétria, auda pesada,simulação1 IntroduçãoOs modelos de valores extremos, de auda pesada, são ada vez mais utilizados emáreas tais omo, por exemplo, o tráfego de teleomuniações, ou a análise de dados�naneiros. Diz-se qie F é de auda pesada se a função auda F = 1−F ∈ RV−1/γ ,
γ > 0 onde RVα denota a lasse de funções de variação regular no in�nito, omíndie de variação regular α, isto é, funções positivas e mensuráveis g tais que
limt→∞ g(tx)/g(t) = xα, para todo o x > 0 (Gnedenko, 1943).A ondição anterior pode ser expressa de modo equivalente utilizando a funçãoquantil, U(t) = F←(1 − 1/t), t ≥ 1, onde F←(x) = inf{y : F (y) ≥ x} representaa função inversa generalizada. Assim, um modelo é de auda pesada se a funçãoquantil veri�ar,

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xγ , (1)1



para qualquer x > 0, ou seja, U(t) é de variação regular om índie positivo, γ (deHaan, 1970). Para estimar o índie de auda positivo, um dos estimadores maisonheidos é o estimador de Hill (1975),
H(k) = γ̂H

n (k) :=
1

k

k∑

i=1

Vik =
1

k

k∑

i=1

Ui, (2)onde Xi:n representa a i-ésima estatístia ordinal asendente assoiada à amostra
(X1,X2, . . . ,Xn),

Vik := ln Xn−i+1:n − ln Xn−k:n, 1 ≤ i ≤ k < n, (3)são os exessos das log-observações, e
Ui := i (ln Xn−i+1:n − lnXn−i:n) , 1 ≤ i ≤ k < n, (4)são os espaçamentos das log-observações devidamente esalados. Trata-se de umestimador onsistente de γ, sempre que k = kn é uma sequênia intermédia, istoé, uma sequênia de valores inteiros positivos tal que
k = kn −→ ∞, k/n −→ 0, n → ∞. (5)Para obter a distribuição assintótia deste e de outros estimadores, é usual admitir-se uma ondição de segunda ordem que mede a veloidade de onvergênia de

U(tx)/U(t) − xγ para zero,
lim
t→∞

ln U(tx) − ln U(t) − γ ln x

A(t)
=

xρ − 1

ρ
, (6)para qualquer x > 0, onde |A(t)| é uma função de variação regular de índie ρ ≤ 0(Geluk e de Haan, 1987).Neste trabalho admite-se que F é um modelo pertenente à lasse de Hall (Hall,1982; Hall e Welsh, 1985), om função quantil do tipo

U(t) = Ctγ
(

1 +
A(t)

ρ
(1 + o(1))

)
, A(t) = γβtρ, t −→ ∞, (7)onde C > 0 é o parâmetro de esala que interessa estimar, e ρ < 0, e β ∈ R sãoparâmetros de segunda ordem. O estimador do parâmetro de esala proposto porHall e Welsh é

C(k) ≡ CH(k) :=

(
k

n

)H(k)

Xn−k:n. (8)2



Observação 1.1. Para k intermédio tal que √
kA(n/k) −→

n−→∞
λ (�nito) e sob aondição (6), pode-se garantir a validade da seguinte representação em distribuição,

√
k(H(k) − γ)

d
=

(
γZ

(1)
k +

√
kA(n/k)

1 − ρ

)
(1 + op(1)), (9)e

√
k

ln n

(
CH(k) − C

C

)
d
=

(
ln k

ln n
− 1

)(
γZ

(1)
k +

√
kA(n/k)

1 − ρ

)
(1 + op(1)). (10)onde Z

(1)
k é uma variável aleatória normal padrão.As ondições impostas permitem veri�ar que ln k/ ln n −→

n−→∞
−2ρ/(1−2ρ). Assim,pode-se garantir que o estimador é assintotiamente normal om viés eventualmentenão nulo igual a −λ

(1−ρ)(1−2ρ) .Devido às propriedades deste estimador é bastante difíil esolher-se adequada-mente o nível k, isto é, o número de estatístias ordinais de topo a utilizar. Por umlado para pequenos valores de k temos uma variânia elevada, por outro um viéselevado para k grande. O ideal seria esolher sempre o nível óptimo (k0), isto é, onível que minimize o erro médio quadrátio (MSE). Uma possível solução é tentarestimar o nível óptimo, e depois estimar o parâmetro de esala nesse nível. Estetipo de ténia não ostuma funionar muito bem porque as trajetórias amostraissão muitos instáveis e um pequeno desvio do nível óptimo resulta numa estimativaum pouo diferente da obtida no respetivo nível óptimo. Nos últimos anos estetipo de problemas relaionados om a esolha do nível k tem sido resolvido atravésda introdução de estimadores �assintotiamente entrados�, isto é, estimadores ujotermo dominante de viés é nulo (Caeiro et al. 2005, Gomes e Martins 2002). Estetipo de estimadores, apresenta muitas vezes trajetórias amostrais bastantes maisestáveis junto ao verdadeiro valor do parâmetro a estimar, tornando a esolha de
k menos relevante.Observação 1.2. Nos modelos pertenentes à lasse de Hall, o erro médio qua-drátio assintótio de H(k) e de CH(k) é aproximadamente igual a

γ2

k
+

(
γβ

1 − ρ

)2 (n

k

)2ρ
.O mínimo é atingido em k0 =
(

1−ρ√
−2ρβnρ

)2/(1−2ρ).Observação 1.3. Embora na representação (10) só apareça um termo de viés, asua remoção poderá não ser su�iente para tornar o estimador �assintótiamenteentrado�. O termo de viés que aparee em (10) resulta de ( k
n

)H(k), ou seja, da3



estimação do índie de auda no mesmo nível k. Por outro lado há outro termo deviés que resulta da v.a. Xn−k:n, mas que por ser de ordem inferior não aparee emna representação em distribuição. Alguns resultados de simulação indiaram quemesmo a remoção dos dois termos de viés deste estimador não foram su�ientespara tornar as trajetórias amostrais muito mais estáveis. É por esta razão que seneste trabalho se introduz um novo estimador para o parâmetro de esala C.Como, para k intermédio, (k/n)γXn−k:n ∼ C, onsiderem-se os seguintes esti-madores assoiados às variáveis aleatórias:
Ĉγ(k) :=

(
k

n

)γ Xn−[k/2]:n − Xn−k:n

2γ − 1
, (11)e

C̃γ,ρ,β(k) :=

(
k

n

)γ Xn−[k/2]:n − Xn−k:n

2γ − 1
×
(
1 − B(Ĉγ(k))

)
, (12)onde B(Ĉγ(k)) representa o termo dominante de viés de Ĉγ(k) que terá de serdeterminado, e [x] a parte inteira de x. Estes estimadores serão denotados Ĉ(k) =

Ĉγ̂(k) e C̃(k) = C̃
γ̂,ρ̂,β̂

(k), onde γ̂, ρ̂ e β̂ são estimadores adequados de γ, ρe β, respetivamente. A estimação de γ será feita reorrendo a um dos váriosestimadores assintótiamente entrados existentes na literatura, de modo a removera omponente dominante de viés assintotio dos estimadores do parâmetro C. Osegundo estimador, C̃(k), segue a ideia presente em Caeiro et al. (2004) temtambém a segunda omponente de viés eliminada.Observação 1.4. Será demonstrado que
B(Ĉγ(k)) =

2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
. (13)Na Figura 1 apresentam-se trajetórias amostrais de C(k) e Ĉγ(k) (sem aestimação de γ) para uma amostra do modelo Burr(1,-1). Veri�a-se que, a segundatrajetória amostral, relativa a um dos estimadores propostos, está muito maispróxima do verdadeiro valor C = 1.2 Estimação de outros parâmetros de primeira e se-gunda ordem2.1 Estimação do índie de auda γPara estimar o índie auda, γ vamos onsiderar, nos estimadores propostos, (11)e (12), dois estimadores �assintótiamente entrados�. O primeiro é um dos estima-dores Jakknife Generalizado, o segundo é o estimador de máxima verosimilhança4
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kFigura 1: Trajetória amostral de C(k) (esquerda) e Ĉγ(k) (direita) alulada a partirde uma amostra de dimensão 1000 do modelo Burr(1,-1) om f.d., F (x) = 1 − (1 + x)−1,
x > 0.do tipo do estimador implíito proposto por Feuerverger e Hall (1999). Estes doisestimadores foram estudados em Gomes e Martins (2002):

GJ(k) = γ̂GJ(ρ̂)
n (k) :=

(2 − ρ̂) M
(2)
n (k)

2M
(1)
n (k)

− 2

√
M

(2)
n (k)
2

−ρ̂
(14)

ML(k) = γ̂ML(ρ̂)
n (k) := N (1)

n (k) − N (1−ρ̂)
n (k)

(
1
k

k∑
i=1

( i
k)

−ρ̂

)
N

(1)
n (k)−N

(1−ρ̂)
n (k)

(
1
k

k∑
i=1

( i
k )

−ρ̂

)
N

(1−ρ̂)
n (k)−N

(1−2ρ̂)
n (k)(15)onde ρ̂ é um estimador onsistente de ρ,

M (α)
n (k) :=

1

k

k∑

i=1

(
ln

Xn−i+1:n

Xn−k:n

)α

=
1

k

k∑

i=1

V α
ik , α > 0,e

N (α)
n (k) :=

k∑

i=1

(
i
k

)α
ln

Xn−i+1:n

Xn−i:n
=

1

k

k∑

i=1

(
i
k

)α−1
Ui, α ≥ 1.Observação 2.1. Seja {Ei}i∈N uma suessão são variáveis aleatórias i.i.d. ex-poneniais de valor médio 1. Veri�ando-se a ondição de variação regular desegunda ordem, (6), e para k intermédio, tem-se

M (α)
n (k)

d
= γα

(
Γ(α + 1) +

σ
(1)
α Z

(α)
k√

k
+

1 − (1 − ρ)α

γρ(1 − ρ)α
A(n/k)

)
(1 + op(1)),

N (α)
n (k)

d
=

γ

α
+

(
γZ

(α)
k√

(2α − 1)k
+

A(n/k)

α − ρ

)
(1 + op(1)),5



onde ,
Z

(α)
k :=

√
k

σ
(1)
α

(
1

k

k∑

i=1

Eα
i − Γ(α + 1)

)
, σ(1)

α :=
√

Γ(2α + 1) − Γ2(α + 1)(16)e
Z

(α)
k :=

√
(2α − 1)k

(
1

k

k∑

i=1

(
i
k

)α−1
Ei − 1

α

) (17)são assintotiamente variáveis aleatórias Normal(0,1) e Γ(·) representa a funçãoGama. Sabe-se adiionalmente que as variáveis têm a seguinte estrutura de ova-riânia
Cov(Z

(α)
k , Z

(β)
k ) =

Γ(α + β + 1) − Γ(α + 1)Γ(β + 1)

σ
(1)
α σ

(1)
β

,

Cov
(
Z

(α)
k , Z

(β)
k

)
=

√
(2α − 1)(2β − 1)

α + β − 1
.No que se segue vai-se representar os dois estimadores (14) e (15) por γ̂

•(ρ̂)
n (k),onde “ • ” representa “GJ” ou “ML”.Proposição 2.1. Admitindo que k é uma sequênia intermédia e que é válida aondição de segunda ordem, (6), e que √

kA(n/k) −→ λ,
γ̂•(ρ)

n (k)
d
= γ +

γσ•√
k

Z•k + op(A(n/k)), (18)onde
σ2

GJ := 1 +
(

1−ρ
ρ

)2
,

σ2
ML :=

(
1 − ρ

ρ

)2

,e
ZGJ

k =
1

σGJ

[
(1 − ρ)

√
5Z

(2)
k − (2 − ρ)Z

(1)
k

−ρ

]
,

ZML
k =

1

σML

[(
1 − ρ

ρ

)2

Z
(1)
k − (1 − ρ)

√
1 − 2ρ

ρ2
Z

(1−ρ)
k

]
,são assintotiamente variáveis aleatórias normais padrão.O seguinte orolário pode ser visto mais detalhadamente em Gomes e Martins,(2002):Corolário 2.1. Se se veri�arem as ondições da Proposição 2.1, a distribuição doestimador do índie de variação regular, γ̂

•(ρ̂)
n (k), mantém-se igual à apresentadaem (18), para qualquer estimador ρ̂ que veri�que ρ̂− ρ = op(1) independente de k.6



2.2 Estimação dos parâmetros de segunda ordem ρ e βPara a estimação do parâmetro de segunda ordem, ρ, vai-se utilizar a lasse deestatístias proposta em Fraga Alves et al. (2003). Sob ondições de regularidadede segunda ordem é assintotiamente normais e apresenta elevada estabilidadeenquanto função de k. Essa lasse depende do parâmetro de ontrolo τ ∈ R e éde�nida por
ρ̂(τ)

n (k) := −
∣∣∣∣∣
3(T

(τ)
n (k)) − 1

T
(τ)
n (k) − 3

∣∣∣∣∣ , (19)onde
T (τ)

n (k) :=





(
M

(1)
n (k)

)τ
−
(
M

(2)
n (k)/2

)τ/2

(
M

(2)
n (k)/2

)τ/2
−
(
M

(3)
n (k)/6

)τ/3 , se τ 6= 0,

ln
(
M

(1)
n (k)

)
−1

2 ln
(
M

(2)
n (k)/2

)

1
2 ln

(
M

(2)
n (k)/2

)
−1

3 ln
(
M

(3)
n (k)/6

) , se τ = 0,são estimadores onsistentes de 3(1−ρ)
3−ρ .Proposição 2.2. Se se veri�ar a ondição de segunda ordem om ρ < 0, sek é intermédio e se √

kA(n/k) −→
n−→∞

∞, o estimador ρ̂
(τ)
n (k) é onsistente paraqualquer τ ∈ R. É ainda possível provar que

ρ̂(τ)
n (k)

d
= ρ +

γσρW
ρ
k√

kA(n/k)
+ op(1).om

σ2
ρ :=

(
(1 − ρ)3

ρ

)2

(2ρ2 − 2ρ + 1),e
W ρ

k :=
(1 − ρ)3

ρσρ

[
(3 − ρ)Q

(1)
k − (3 − 2ρ)Q

(2)
k + (1 − ρ)Q

(3)
k

]
,

Q
(α)
k :=

σ
(1)
α Z

(α)
k

Γ(α + 1)
.Observação 2.2. Os resultados teórios e de simulação apresentados em FragaAlves et al. (2003) e em Gomes e Martins (2002) levam a que se utilize o nível

k1 = min(n − 1, 2n/ ln ln n) (20)(não é esolhido de forma óptima) e a utilização dos parâmetros de ontrolo τ = 0se ρ ≥ −1 e τ = 1 se ρ < −1, denotando-se ρ̂ = ρ̂
(τ)
n (k1). Mas para dados reais ésempre aonselhável desenhar trajetórias amostrais usando vários valores de τ eesolher a que apresentar maior estabilidade.7



Observação 2.3. O nível k1 em (20) veri�a √
k1A(n/k1) −→ ∞.Para estimar o parâmetro de �esala� de segunda ordem β, da função A(t) =

γ βtρ, vai-se onsiderar o estimador obtido em Gomes e Martins (2002). Seja ρ̂ oestimador proposto em (19), alulado no nível k1. O estimador para β é:
β̂ML(ρ̂)

n (k) : =

(
k

n

)ρ̂

(
1
k

k∑
i=1

(
i
k

)−ρ̂
)

N
(1)
n (k) − N

(1−ρ̂)
n (k)

(
1
k

k∑
i=1

(
i
k

)−ρ̂
)

N
(1−ρ̂)
n (k) − N

(1−2ρ̂)
n (k)

(21)Também neste estimador será utilizado o nível k1, referido em (20), denotando-se
β̂ = β̂

ML(ρ̂)
n (k1). Em seguida apresentam-se alguns resultados para este estimador.Proposição 2.3. Se se veri�ar a ondição de segunda ordem, (6), om A(t) =

γβtρ, ρ < 0, se k = kn é uma sequênia intermédia, se ρ̂ é onsistente para ρ e se√
kA(n/k) −→

n−→∞
∞, o estimador β̂ é onsistente. Pode-se ainda demonstrar que:

β̂ML(ρ) d
= β +

γβσβ√
kA(n/k)

W β
k + Rβ

k , om Rβ
k = op(1),onde

W β
k =

(1 − ρ)
√

1 − 2ρ

|ρ|

(
Z

(1)
k

1 − ρ
− Z

(1−ρ)
k√
1 − 2ρ

)é assintotiamente normal padrão, e
σβ =

(1 − ρ)
√

1 − 2ρ

|ρ| .Proposição 2.4. Nas ondições da Proposição anterior e sempre que
ρ̂ − ρ = op(1/ ln n), n −→ ∞,

β̂ ≡ β̂
ML(ρ̂)
n (k1) é onsistente para a estimação de β. Além disso tem-se
β̂ − β ∼ −β ln(n/k1) (ρ̂ − ρ).

8



3 Propriedades assintótias dos novos estimadoresNesta seção pretende-se apresentar alguns resultados assintótios dos estimadoresdo parâmetro de esala de primeira ordem. Será dado destaque ao estudo do viés evariânia. Começa-se por apresentar alguns resultados fundamentais para derivaras propriedades assintótias dos estimadores introduzidos neste trabalho.Proposição 3.1. Se k for uma sequênia intermédia e se se veri�ar a ondiçãode segunda ordem, veri�a-se
Xn−k:n

U(n/k)

d
= 1 +

γ√
k

Bk + op(A(n/k)), (22)onde Bk é uma v.a. assintotiamente normal padrão e
Cov(Bi, Bj) =

√
i
√

j(1 − j/n)

j − 1
, i < j. (23)Demonstração. Seja Y uma v.a. om distribuição Pareto, isto é, om função dedistribuição F (y) = 1− 1/y, y > 1. Como Xn−k:n

d
= U(Yn−k:n) , podemos utilizara ondição de segunda ordem, (6), om t = n/k e x = k

nYn−k:n, resultando
Xn−k:n

U(n/k)

d
=

(
k

n
Yn−k:n

)γ
[
1 +

(
k
nYn−k:n

)ρ − 1

ρ
A (Yn−k:n) (1 + o(1))

]Como k
nYn−k:n

P−→ 1 e xα = 1 + α(x − 1) + o(x), x −→ 1, temos agora que
Xn−k:n

U(n/k)

d
=
(
1 + γ

(
k
nYn−k:n− 1

)) [
1 +

(
k
nYn−k:n− 1

)
A (Yn−k:n) (1+op(1))

]

d
= 1 + γ

(
k
nYn−k:n − 1

)
+ op(A(n/k)) = 1 +

γ√
k
Bk + op(A(n/k)).A justi�ação da normalidade assintótia da v.a. Bk =
√

k
(

k
nYn−k:n − 1

)enontra-se, por exemplo, em Arnold et al. (1992) ou em Falk (1989). Utilizandoalgumas propriedades das estatístias ordinais, de v.a. om distribuição Pareto,alula-se failmente a ovariânia indiada em (23).Corolário 3.1. Nas ondições da proposição anterior tem-se para modelos F per-tenentes à lasse de Hall, (7),
Xn−k:n

(n/k)γ
d
= C

(
1 +

γ√
k
Bk +

A(n/k)

ρ
+ op(A(n/k))

)
. (24)Na Proposição que se segue vai-se estudar o omportamento assintótio davariável aleatória baseada nos espaçamentos, Xn−[kθ]:n − Xn−k:n,

Ĉ(θ)(k) ≡ Ĉ(θ)
γ (k) :=

(
k

n

)γ Xn−[kθ]:n − Xn−k:n

θ−γ − 1
, 0 < θ < 1, (25)que generaliza Ĉ(k) em (11). 9



Proposição 3.2. Admita-se válida a ondição de segunda ordem, (6), que k éuma sequênia intermédia e F um modelo pertenente à lasse de Hall, om osparâmetros γ, β e ρ onheidos. Nestas ondições veri�a-se que:
Ĉ(θ)(k)

d
= C

(
1 +

γσC,θ√
k

ZC
k,θ +

θ−(γ+ρ) − 1

θ−γ − 1

A(n/k)

ρ
+ op(A(n/k))

) (26)onde
σ2

C,θ = 1 + (θ−1 − 1)

(
θ−γ

θ−γ − 1

)2 (27)e
ZC

k,θ =
θ−(γ+1/2)Bkθ − Bk

σC(θ−γ − 1)
(28)é assintotiamente normal padrão.Demonstração.Utilizando o resultado (24) apresentado no Corolário 3.1 e o fato de nos modelospertenentes à lasse de Hall, A(n/kθ) ∼ θ−ρA(n/k),

Ĉ(θ)(k) =
1

θ−γ − 1

(
Xn−kθ:n

( n
kθ )γ

θ−γ − Xn−k:n

(n
k )γ

)

d
=

C
[(

1 + γ√
kθ

Bkθ + A(n/kθ)
ρ

)
θ−γ − 1 − γ√

k
Bk − A(n/k)

ρ

]

θ−γ−1
(1 + op(1))

= C

(
1 +

γ√
k

θ−(γ+1/2)Bkθ − Bk

θ−γ − 1
+

θ−(γ+ρ) − 1

θ−γ − 1

A(n/k)

ρ
+ op(A(n/k))

)
.Como Cov(Bkθ, Bk) =

√
kθ
√

k(1−k/n)
k−1 ∼

√
θ , resulta que

σ2
C,θ = V

(
ZC

k,θ

)
=

θ−(2γ+1) − 2θ−γ + 1

(θ−γ − 1)2
= 1 + (θ−1 − 1)

(
θ−γ

θ−γ − 1

)2e onlui-se que a representação em distribuição (26) é verdadeira.A Figura 2 apresenta, para vários valores de γ e τ o desvio padrão de Ĉ(θ)(k).Pode-se veri�ar no grá�o que o valor de θ que minimiza o desvio padrão não ésempre o mesmo, isto é, depende de γ. No que se segue onsidera-se θ = 1/2já que este paree ser um valor que permite obter um desvio padrão próximo dovalor mínimo (para os valores de γ apresentados).Corolário 3.2. Nas ondições da proposição anterior,
√

k

(
Ĉγ(k) − C

C

)
d
= γσCZC

k +
2γ+ρ − 1

2γ − 1

√
kA(n/k)

ρ
(1 + op(1)), (29)10
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√

k

(
C̃γ,ρ,β(k) − C

C

)
d
= γσCZC

k + op(
√

kA(n/k)), (30)onde
σC =

√

1 +

(
2γ

2γ − 1

)2

, (31)e
ZC

k =
2γ+1/2Bk/2 − Bk

σC(2γ − 1)
, (32)é assintotiamente normal padrão.Demonstração. O primeiro resultado é uma onsequênia imediata da proposiçãoanterior.Como o termo dominante de viés de Ĉγ(k) é 2γ+ρ−1

2γ−1
A(n/k)

ρ , resulta que
C̃γ,ρ,β(k)

d
= C

(
1 +

γσC√
k

ZC
k + op(A(n/k))

)e o resultado (30) é imediato.Teorema 3.1. Nas ondições da Proposição 3.2, e admitindo que γ é estimadoatravés de um dos estimadores assintotiamente entrados e que √
kA(n/k) −→ λ(�nito), eventualmente não nulo,

√
k

ln n

(
Ĉ(k) − C

C

)
d
=

(
ln k

ln n
− 1

)
γσ•Z

•
k +

2γ+ρ − 1

(2γ − 1)ρ

√
kA(n/k)

lnn

+ op

(√
kA(n/k) ln k

ln n

) (33)
11



Demonstração. Apliando o resultado indiado no Corolário 2.1 tem-se que γ̂• :=
γ̂•(ρ̂) d

= γ̂•(ρ). Assim,
Ĉ(k)

d
=

1

2γ̂• − 1

(
Xn−k/2:n

(2n
k )γ

2γ − Xn−k:n

(n
k )γ

)(
k

n

)γ̂•−γ

= C
2γ − 1

2γ̂• − 1

(
1 +

γσC√
k

ZC
k +

2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
(1 + op(1))

)
e−(γ̂•−γ) ln(n/k)Apliando a expansão resultante da apliação do método delta,

1

2γ̂• − 1
= g(γ̂•) ∼ g(γ) + g′(γ)(γ̂• − γ) =

1

2γ − 1
− 2γ ln 2

(2γ − 1)2
(γ̂• − γ)

=
1

2γ − 1

(
1 − γ√

k

2γ(ln 2)σ•
2γ − 1

Z•k + op(A(n/k))

)
,resulta que

Ĉ(k)
d
= C 2γ−1

2γ−1

(
1 − γ√

k
2γ ln 2σ•

2γ−1 Z•k + op(A(n/k))
)

(1 − (γ̂• − γ) ln(n/k))

×
(

1 +
γσC√

k
ZC

k +
2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
+ op(A(n/k))

)

= C
(
1 − ln(n/k)γσ•√

k
Z•k + op(ln(n/k)A(n/k))

)

×
(

1 +
γσC√

k
ZC

k +
2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
+ op(A(n/k))

)

= C

(
1 − ln(n/k)

γσ•√
k

Z•k +
2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
+ op(ln(n/k)A(n/k))

)Efetuando alguma operações elementares obtem-se a representação em distri-buição (33).Conlui-se que este estimador apresenta uma veloidade de onvergênia igualà do estimador proposto por Hall e Welsh, (8). No entanto em relação ao viéspode-se ter a omponente dominante nula se γ + ρ = 0.Teorema 3.2. Nas ondições do teorema anterior,
√

k

ln n

(
C̃(k) − C

C

)
d
=

(
ln k

lnn
− 1

)
γσ•Z

•
k −

2γ+ρ − 1

(2γ − 1)ρ

√
kA(n/k)

ln n
(ρ̂−ρ) ln(k1/k)Demonstração. Usando mais uma vez o método delta,

2γ̂•
+ρ̂ − 1

2γ̂• − 1

γ̂β̂

ρ̂

(n

k

)ρ̂

=
2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
×

×
[
1 +

(
1 − γ2γ(2ρ − 1)

(2γ − 1)(2γ+ρ − 1)

)(
γ̂• − γ

γ

)
+

β̂ − β

β
+ (ρ̂ − ρ) ln(n/k)

]

∼ 2γ+ρ − 1

2γ − 1
· A(n/k)

ρ
[1 + (ρ̂ − ρ) ln(k1/k)]12



Logo,
C̃(k) = C̃

γ̂•,β̂,ρ̂
= Ĉ(k)

(
1 − 2γ̂•

+ρ̂ − 1

2γ̂• − 1

γ̂β̂

ρ̂

(n

k

)ρ̂

)

d

= Ĉ(k)

(
1 − 2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ

)
− Ĉ(k)

2γ+ρ − 1

2γ − 1

A(n/k)

ρ
(ρ̂ − ρ) ln(k1/k)Resulta assim que

√
k

ln n

(
C̃(k) − C

C

)
d
=

(
ln k

ln n
− 1

)
γσ•Z

•
k −

2γ+ρ−1

(2γ−1)ρ

√
kA(n/k)

ln n
(ρ̂− ρ) ln(k1/k)Mais uma vez a veloidade de onvergênia igual à do estimador anterior e àdo estimador proposto por Hall e Welsh, (8). No entanto em relação ao viés, aomponente dominante é sempre nula.4 Propriedades para amostras de dimensão �nitaOs resultados desta seção baseiam-se em simulações om 10000 amostras de di-mensão n (om n a variar entre 100 e 25000), para o seguinte onjunto de estima-dores:

C1 := CH(k) C3 := ĈML(k) C5 := ĈGJ(k)

C2 := C
H(k̂0)

C4 := C̃ML(k) C6 := C̃GJ(k)Todos os parâmetros foram estimados usando os estimadores apresentadosneste trabalho. No estimador lássio, (8), optou-se por utilizar o estimador deHill no mesmo nível (C1) e o estimador de Hill no nível �xo estimado k0 (C2). Nosnovos estimadores presentes neste trabalho, os parâmetros de segunda ordem ρ e
β foram estimados no nível �xo k1, (20), enquanto que o parâmetro de primeiraordem, γ foi estimado através dos estimadores ML, (15), (C3 e C4) ou JaknifeGeneralizado, (14), (C5 e C6). Devido ao elevado número de estimadores emestudo e à semelhança existente entre algumas trajetórias, as próximas �gurasapenas apresentam as trajetórias amostrais, do valor esperado simulado e erromédio quadrátio simulados, dos estimadores C1, C3 e C4.O estudo visou a simulação do valor médio (E), erro médio quadrátio (MSE)e nível óptimo (k0 = arg min

k
MSE(k)) para os seguintes modelos:1. modelo Fréhet, F (x) = exp(−x−1/γ), x > 0, om γ = 0.5, 1, 2 (ρ =−1, β =

0.5, C = 1); 13



2. modelo Burr, F (x) = 1−
(
1 + x−ρ/γ

)1/ρ
, x > 0, om γ = 1 e ρ = −0.5,−1,−2

(β = 1, C = 1);3. modelo Cauhy, F (x) = 1
2 + 1

π arctan(x), x ∈ R, onde γ = 1, ρ = −2,
β = 2

3π2 e C = 1
π .Observação 4.1. O modelo Cauhy orresponde ao modelo t om 1 grau de liber-dade. O modelo t om ν graus de liberdade também pertene à lasse de Hall, (7).Utilizando resultados presentes em Abramowitz e Stegun (1970), relativos à funçãode distribuição deste modelo, é possível demonstrar que

U(t) ∼ Cνt
1/ν

[
1 − 1

2

(
ν + 1

ν + 2

)(
ν!!τ

(ν − 1)!!

)2/ν

t−2/ν(1 + o(1))

]
, t −→ ∞onde !! representa o duplo fatorial de�nido por

n!! =

{
1, se n ∈ {−1, 0, 1};

n(n − 2)!! se n ∈ N\{1},e, Cν =
(

(ν−1)!!νν/2

ν!!τ

)1/ν, onde τ = π se ν é ímpar ou τ = 2 se ν é par.Nas Tabelas 1 - 4 apresenta-se a fração óptima, valor médio e erro médioquadrátio simulado para os modelos estudados. São apresentadas nas Figuras 3- 9 trajetórias amostrais do valor médio e erro médio quadrátio simulado paraamostras de dimensão 5000 dos modelos em estudo.5 Considerações �naisOs estimadores aqui introduzidos, para o parâmetro de esala de primeira ordem,apresentam trajetórias amostrais muito mais estáveis que as do estimador lássio.Isto signi�a que os novos estimadores apresentam um termo de viés muito inferiorao do estimador lássio. A estabilidade das trajetórias amostrais torna menosrelevante a esolha do nível k. Apenas para modelos om valores de ρ próximos de0, omo no aso do modelo Burr(1,-0.5), os novos estimadores, embora onsigamreduzir o erro médio quadrátio, apresentam trajetórias amostrais semelhantes àdo estimador lássio.O padrão do erro médio quadrátio dos novos estimadores exibe para todos osmodelos simulados, exepto o Cauhy, uma região de valores inferiores ao valormínimo do erro médio quadrátio do estimador lássioRelativamente ao estimador de γ, nos modelos Fréhet e Burr (exepto quando
ρ = −0.5) o estimador �ML� é o melhor enquanto que no modelo Cauhy é oestimador �GJ�. 14



Tabela 1: Fração óptima da amostra para os modelos Burr e Fréhet100 500 1000 2000 5000 10000 25000modelo Burr(1,-0.5)
C1 0.0960 0.0462 0.0345 0.0254 0.0160 0.0117 0.0074
C2 0.1180 0.0558 0.0417 0.0301 0.0200 0.0149 0.0099
C3 0.4360 0.2276 0.1810 0.1354 0.0971 0.0733 0.0506
C4 0.4520 0.2516 0.1996 0.1449 0.1070 0.0813 0.0555
C5 0.5190 0.2572 0.5944 0.9929 0.9882 0.9866 0.9848
C6 0.5180 0.2788 0.2122 0.1562 0.1214 0.0913 0.0663modelo Burr(1,-1)
C1 0.2230 0.1394 0.1119 0.0863 0.0671 0.0534 0.0408
C2 0.2600 0.1698 0.1408 0.1148 0.0854 0.0692 0.0534
C3 0.9800 0.9776 0.9004 0.9001 0.8892 0.8164 0.6356
C4 0.9800 0.9304 0.7162 0.6746 0.6013 0.5305 0.4025
C5 0.7220 0.6764 0.6024 0.5820 0.5519 0.5089 0.4401
C6 0.8180 0.6816 0.5624 0.5281 0.4930 0.4517 0.3751modelo Burr(1,-2)
C1 0.4150 0.3182 0.2798 0.2467 0.2040 0.1812 0.1540
C2 0.3980 0.2712 0.2336 0.2106 0.1842 0.1500 0.1223
C3 0.7900 0.6432 0.5750 0.5205 0.4683 0.4063 0.3490
C4 0.9420 0.9048 0.8852 0.8649 0.8004 0.7531 0.7027
C5 0.9900 0.9960 0.9970 0.9975 0.9980 0.9983 0.9365
C6 0.9800 0.9692 0.9616 0.9453 0.8690 0.8088 0.7300modelo Fréhet(0.5)
C1 0.3210 0.2006 0.1673 0.1317 0.0989 0.0816 0.0634
C2 0.3740 0.2286 0.1600 0.1129 0.0861 0.0659 0.0476
C3 0.6960 0.5172 0.4552 0.4054 0.3204 0.2945 0.2945
C4 0.8520 0.8584 0.8654 0.8423 0.7759 0.7462 0.7222
C5 0.7040 0.5316 0.4866 0.4300 0.3346 0.3051 0.2409
C6 0.8260 0.8336 0.8566 0.8335 0.7681 0.7299 0.7166modelo Fréhet(1)
C1 0.3240 0.2014 0.1670 0.1333 0.0999 0.0816 0.0634
C2 0.3830 0.2428 0.1883 0.1316 0.0982 0.0687 0.0476
C3 0.8720 0.7724 0.7342 0.7146 0.6486 0.6155 0.5740
C4 0.8920 0.8376 0.8362 0.8397 0.7810 0.7694 0.7561
C5 0.8420 0.7700 0.7436 0.7216 0.6505 0.6193 0.5758
C6 0.8700 0.8328 0.8342 0.8353 0.7755 0.7485 0.7448modelo Fréhet(2)
C1 0.3460 0.2072 0.1703 0.1374 0.1014 0.0815 0.0636
C2 0.4150 0.2554 0.2032 0.1681 0.1224 0.0911 0.0488
C3 0.9800 0.9980 0.9990 0.9995 0.4172 0.3381 0.2532
C4 0.9800 0.9776 0.9738 0.9945 0.9950 0.9969 0.9979
C5 0.9190 0.9900 0.9987 0.9987 0.4472 0.3599 0.2754
C6 0.9610 0.9384 0.9394 0.9548 0.9321 0.9114 0.9730
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Tabela 2: Valores esperados simulados para os modelos Burr e Fréhet100 500 1000 2000 5000 10000 25000modelo Burr(1,-0.5)
C1 0.3652 0.4659 0.4933 0.5298 0.5902 0.6191 0.6668
C2 0.1799 0.2636 0.3028 0.3413 0.4055 0.4497 0.5066
C3 0.4369 0.5391 0.5617 0.5977 0.6429 0.6804 0.7228
C4 0.4832 0.5548 0.5800 0.6181 0.6603 0.6973 0.7391
C5 0.4866 0.5856 0.5968 0.6942 0.7011 0.7757 0.8563
C6 0.5336 0.6029 0.6319 0.6616 0.6875 0.7213 0.7499modelo Burr(1,-1)
C1 0.6758 0.7633 0.7978 0.8325 0.8588 0.8817 0.9032
C2 0.6544 0.7620 0.8004 0.8259 0.8589 0.8815 0.9046
C3 1.1669 1.1487 1.1407 1.1057 1.0731 1.0595 1.0442
C4 1.2340 1.2407 1.2304 1.1630 1.1061 1.0847 1.0614
C5 1.4328 1.2268 1.1866 1.1301 1.0851 1.0660 1.0475
C6 1.4045 1.2883 1.2539 1.1743 1.1135 1.0900 1.0652modelo Burr(1,-2)
C1 0.8656 0.9146 0.9309 0.9442 0.9595 0.9666 0.9741
C2 0.8387 0.8954 0.9135 0.9300 0.9497 0.9611 0.9709
C3 1.2306 1.1047 1.0766 1.0603 1.0500 1.0368 1.0261
C4 1.0933 1.0329 1.0230 1.0155 1.0062 1.0023 0.9994
C5 1.1692 1.0354 1.0143 1.0034 1.0056 1.0019 1.0045
C6 0.9841 0.9762 0.9805 0.9860 0.9973 0.9981 0.9979modelo Fréhet(0.5)
C1 0.8628 0.9066 0.9195 0.9335 0.9471 0.9547 0.9626
C2 0.8587 0.9044 0.9228 0.9327 0.9448 0.9533 0.9618
C3 1.3775 1.1513 1.1160 1.0890 1.0618 1.0538 1.0538
C4 1.1035 1.0063 1.0004 0.9981 0.9973 0.9969 0.9982
C5 1.5164 1.1815 1.1425 1.1078 1.0734 1.0621 1.0451
C6 1.1494 1.0005 0.9971 0.9938 0.9949 0.9930 0.9963modelo Fréhet(1)
C1 0.7575 0.8290 0.8513 0.8745 0.8987 0.9135 0.9280
C2 0.7478 0.8201 0.8488 0.8704 0.8926 0.9103 0.9263
C3 1.2736 1.0881 1.0627 1.0411 1.0238 1.0172 1.0107
C4 1.2196 1.0274 1.0156 0.9980 0.9898 0.9913 0.9928
C5 1.4063 1.1022 1.0727 1.0471 1.0276 1.0206 1.0133
C6 1.2858 1.0332 1.0170 0.9959 0.9884 0.9864 0.9889modelo Fréhet(2)
C1 0.5895 0.7033 0.7378 0.7724 0.8153 0.8420 0.8653
C2 0.5722 0.6855 0.7283 0.7519 0.7943 0.8253 0.8625
C3 0.8995 0.8178 0.8134 0.7965 0.8486 0.8713 0.8991
C4 1.2862 1.0253 1.0079 0.9794 0.9735 0.9808 0.9877
C5 1.0821 0.8383 0.8613 0.8117 0.8486 0.8737 0.8989
C6 1.4382 1.0218 0.9975 0.9461 0.9296 0.9288 0.9549
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Tabela 3: Erro médio quadrátio simulado para os modelos Burr e fréhet.100 500 1000 2000 5000 10000 25000modelo Burr(1,-0.5)
C1 0.5586 0.4210 0.3714 0.3221 0.2611 0.2226 0.1783
C2 0.6886 0.5559 0.4990 0.4456 0.3662 0.3148 0.2541
C3 0.4511 0.3271 0.2830 0.2411 0.1935 0.1601 0.1235
C4 0.3852 0.2836 0.2469 0.2135 0.1708 0.1403 0.1087
C5 0.4224 0.2911 0.2484 0.1604 0.1563 0.1161 0.0696
C6 0.3517 0.2490 0.2164 0.1898 0.1530 0.1271 0.0993modelo Burr(1,-1)
C1 0.1946 0.1031 0.0774 0.0580 0.0393 0.0287 0.0188
C2 0.1923 0.0996 0.0749 0.0558 0.0385 0.0282 0.0185
C3 0.1663 0.0464 0.0343 0.0189 0.0091 0.0060 0.0036
C4 0.1779 0.0815 0.0736 0.0396 0.0194 0.0128 0.0075
C5 0.8183 0.1368 0.0855 0.0426 0.0192 0.0114 0.0060
C6 0.4879 0.1450 0.1099 0.0564 0.0271 0.0171 0.0093modelo Burr(1,-2)
C1 0.0507 0.0193 0.0127 0.0083 0.0047 0.0031 0.0018
C2 0.0557 0.0202 0.0133 0.0090 0.0052 0.0034 0.0019
C3 0.2021 0.0434 0.0246 0.0150 0.0084 0.0051 0.0027
C4 0.0682 0.0122 0.0061 0.0035 0.0020 0.0012 0.0006
C5 0.1227 0.0173 0.0083 0.0061 0.0062 0.0052 0.0036
C6 0.0428 0.0077 0.0040 0.0028 0.0020 0.0013 0.0007modelo Fréhet(0.5)
C1 0.0342 0.0165 0.0121 0.0089 0.0058 0.0041 0.0027
C2 0.0347 0.0164 0.0119 0.0090 0.0060 0.0043 0.0027
C3 0.4693 0.0801 0.0454 0.0268 0.0142 0.0088 0.0088
C4 0.1094 0.0143 0.0069 0.0043 0.0026 0.0016 0.0008
C5 0.8606 0.0993 0.0553 0.0327 0.0174 0.0107 0.0058
C6 0.1855 0.0178 0.0086 0.0054 0.0032 0.0020 0.0010modelo Fréhet(1)
C1 0.1059 0.0552 0.0415 0.0312 0.0207 0.0150 0.0099
C2 0.1075 0.0551 0.0410 0.0319 0.0219 0.0158 0.0102
C3 0.3553 0.0529 0.0266 0.0147 0.0077 0.0044 0.0021
C4 0.3061 0.0380 0.0180 0.0119 0.0083 0.0054 0.0029
C5 0.8080 0.0660 0.0323 0.0177 0.0094 0.0053 0.0025
C6 0.4763 0.0462 0.0217 0.0144 0.0100 0.0064 0.0034modelo Fréhet(2)
C1 0.2768 0.1606 0.1254 0.0983 0.0679 0.0509 0.0344
C2 0.2788 0.1615 0.1251 0.1014 0.0726 0.0543 0.0361
C3 0.2263 0.0654 0.0500 0.0509 0.0460 0.0343 0.0223
C4 0.6815 0.0791 0.0371 0.0270 0.0225 0.0156 0.0090
C5 0.7282 0.0858 0.0565 0.0613 0.0473 0.0351 0.0232
C6 1.2364 0.1025 0.0474 0.0364 0.0306 0.0225 0.0141
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Tabela 4: Fração óptima da amostra, valor médio e erro médio quadrátio simu-lados para o modelo Cauhy.
n 100 500 1000 2000 5000 10000 25000

k0

C1 0.2140 0.1584 0.1362 0.1178 0.0991 0.0867 0.0714
C2 0.3600 0.2468 0.2139 0.1745 0.1264 0.0857 0.1314
C3 0.4220 0.4332 0.4516 0.3137 0.2428 0.1850 0.1102
C4 0.4220 0.4352 0.4518 0.4646 0.2690 0.2003 0.0846
C5 0.4300 0.4344 0.4400 0.4454 0.4554 0.4770 0.1140
C6 0.4260 0.4296 0.4346 0.4382 0.4454 0.4716 0.0912

E
C1 0.2360 0.2673 0.2783 0.2868 0.2943 0.2992 0.3045
C2 0.1650 0.1179 0.1523 0.1915 0.2391 0.2779 0.3021
C3 0.3687 0.3691 0.3674 0.3537 0.3455 0.3450 0.3630
C4 0.3542 0.3555 0.3532 0.3540 0.3442 0.3430 0.3902
C5 0.3234 0.3276 0.3226 0.3202 0.3201 0.3250 0.3620
C6 0.3188 0.3219 0.3178 0.3164 0.3184 0.3228 0.3951

MSE
C1 0.0201 0.0073 0.0047 0.0031 0.0017 0.0011 0.0006
C2 0.0460 0.0411 0.0281 0.0165 0.0066 0.0020 0.0013
C3 0.0500 0.0088 0.0053 0.0039 0.0025 0.0023 0.0069
C4 0.0442 0.0071 0.0038 0.0026 0.0021 0.0020 0.0157
C5 0.0409 0.0061 0.0028 0.0014 0.0007 0.0013 0.0075
C6 0.0371 0.0054 0.0025 0.0013 0.0006 0.0009 0.0173

E[·] MSE[·]

0
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0.004

0 1000 2000
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C1 C3 C4Figura 9: Modelo Cauhy (n=5000)
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