\/ — il
STATISTICS2013.0RG

SOCIEDADE PORTUGUESA
DE ESTATISTICA ANO INTERNACIONAL

DA ESTATISTICA

. A PROBABILIDADE INVERSA
, T EOREMA DE BAYES

Rui Santos rui.santos@ipleiria.pt, Escola Superior de Tecnologia e Gestao do Instituto Politécnico de Leiria, CEAUL — Centro de Estatistica e Aplicacoes da Universidade de Lisboa

FCT

Fundagdo para a Ciéncia e a Tecnologia
MINISTERIO DA EDUCAGAO E CIENCIA

Trabalho financiado por Fundos Nacionais através da Fundagao para a Ciéncia e a Tecnologia, no ambito do projeto PEst-OE/MAT /UI0006/2011. k

BAYES e LAPLACE sao pioneiros num raciocinio central em Estatistica, ao deduzirem como, com base na informacao obtida pela observacao do fendmeno aleatorio

em analise, se pode tirar conclusoes acerca das probabilidades associadas a cada acontecimento, um resultado basilar na fundamentacao da inferencia estatistica.

Problema das probabilidades das causas

Recorrendo a notacao atual, vamos representar por P (A |B) a probabilidade de o aconteci-
mento A ocorrer sabendo que o acontecimento B ocorreu, um conceito que s6 fol rigorosamente
definido por ANDREY KOLMOGOROFF (1903—1987) em 1933, mas que ja era utilizado desde o
século XVII em sequencias, organizacao cronolodgica dos acontecimentos, onde tipicamente é definida
a probabilidade de um acontecimento posterior se realizar sabendo que um acontecimento prévio se

realizou. Com esta nocao, podemos enunciar o problema das probabilidades das causas.

Problema das probabilidades das causas: Considere-se um conjunto de urnas que contem
Sejam P (Uy),P(U,y),--- ,P(U,) as probabilidades a priori das n

urnas (causas) que dao lugar a saida de uma bola branca com probabilidade, respetivamente,

bolas brancas e pretas.

P(B|U,),P(B|U,y),--- ,P(B|U,). Tire-se, a sorte, uma urna e, da urna que sair, tire-se, a sorte,

uma bola que, por hipdtese, sai branca. Qual é a probabilidade P (U;|B) de que a bola tirada

pertenca a uma urna cuja probabilidade de sair bola branca seja P (U;)?

A solucao é dada pelo Teorema de BAYES, que neste caso (discreto) pode ser apresentado por:

P (B|U;) x P(U;)

P(U;B) = -
;P(ij) x P (U;)

, 1=1,...,n.

O artigo postumo de Bayes

Em 1764 é publicado o artigo postumo do Reverendo THOMAS
: ' BAYES (1701—1761) intitulado An FEssay Toward Solving a Prob-

lem in the Doctrine of Chances. Neste artigo surge, pela primeira

vez, o principio da probabilidade inversa (atualmente denominado por
Teorema ou regra de Bayes) para o caso continuo (o caso discreto, pre-
viamente apresentado, foi unicamente deduzido por LAPLACE). Este
resultado permite atualizar as probabilidades associadas a cada aconte-
cimento (probabilidades a posteriori) depois de ter sido realizada uma
experiencia (observacao do fendmeno em estudo), com base nos resulta-
dos observados nessa experiencia e nas probabilidades associadas a cada

BAYES

resultado antes da realizagao da experiéncia (probabilidades a priort).

Neste artigo BAYES deduz a probabilidade de p (probabilidade de a proxima bola retirada da
urna ser branca) se situar num dado intervalo |pq, ps|, sabendo que das n bolas previamente retiradas
ng eram brancas. Nesta deducao considera que, uma vez que nao tem qualquer informacao acerca
da proporcao de bolas brancas na urna antes da observacao das bolas retiradas, todas os possiveis

valores para proporcao de bolas brancas sao igualmente provaveis e, como tal, utilizou a distribuicao

uniforme no intervalo |0, 1] para caracterizar a informacao a priori sobre p (distribuicao a priori).
Desta forma ficou resolvido o problema de como analisar o parametro da binomial p em funcao de
um conjunto de dados, i.e. BAYES apresentou a forma de deduzir a probabilidade a posterior: para

o parametro p da binomial utilizando a sua regra para a inferencia indutiva.

A regra da sucessao de Laplace

PIERRE LAPLACE (1749—1827) redescobriu o Teorema de Bayes, aparentemente de forma
independente de BAYES, numa publicacao de 1774, na qual apresenta a sua célebre Regra da

Sucessao associada ao seguinte problema.

Problema da Regra da Sucessao: De uma urna contendo uma infinidade de bolas brancas e
pretas com percentagem desconhecida retiramos n = n, 4+ n, bolas, das quais n, sao brancas e n,

sao pretas. Qual a probabilidade de a proxima bola a ser retirada seja branca?

Recorrendo a notacao atual, LAPLACE utilizou uma sucessao de variaveis aleatorias

X, X, -, X ,--+- onde X; representa a i-ésima bola retirada, que assume o valor 1 no caso de

a bola ser branca e assume o valor 0 caso seja preta (isto é, as variaveis aleatorias X; representam

provas de Bernoulli com probabilidade de sucesso p desconhecida) e considerou que:

1. as variaveis aleatérias X; sao dependentes se p é desconhecido (s6 sao consideradas independentes

quando condicionalmente a um valor de p fixo);

2. a proporcao de bolas brancas é caracterizada por uma variavel aleatoria p com distribuicao uni-

forme no intervalo |0, 1| (pelo facto de desconhecermos o verdadeiro valor da proporgao p).

Neste contexto, LAPLACE conclui que

n, + 1
n+2

]P)(XnJrl:]"Xl—l_...—l_Xn:nB):

Este resultado é denominado por regra da sucessao (rule of succession) de Laplace. Uma
das razoes do seu aparecimento na maioria das obras publicada no século XIX deve-se ao facto de
ser controverso. Nao é a autenticidade do resultado, sob as hipdtese referidas, que é questionada.

O que ¢é problematico sao duas hipoteses utilizadas na sua resolucao.

A primeira hipdtese assume enorme importancia na Estatistica bayesiana, que nao aceita
independencia entre as variaveis aleatorias X; se p for desconhecido, uma vez que, se fossem inde-

pendentes, nada se aprenderia com a experiencia uma vez que, nesse caso, obteriamos tacilmente

PX,, =1 X 4+ + X =ny) =P(X, =1),

n+1

nao havendo qualquer processo de aprendizagem (isto €, mesmo que se observe tiragens de bolas
da urna nao se pode concluir nada sobre o valor da propor¢ao de bolas brancas). A inexisténcia

de um processo de aprendizagem ¢ fortemente criticada pelos defensores da interpretacao bayesiana

de probabilidade. Se nao sabemos qual a probabilidade de cada cor e se retirarmos 1000 bolas e
todas elas forem brancas, sera que continuamos sem saber nada sobre a probabilidade de uma bola
ser branca? Para os bayesianos, como a probabilidade de sucesso é desconhecida, o facto de sairem
bolas brancas ou pretas altera o nosso grau de credibilidade sobre a cor que vai sair a seguir. Se, em
1000 bolas retiradas todas forem brancas, teremos um forte grau de credibilidade de que a préoxima

bola a sair também sera branca.

O artigo de 1774 de LAPLACE ¢é considerado, frequentemente, como o primeiro artigo
bayesiano, no qual é apresentada uma metodologia geral de inferencia estatistica baseada na pro-
babilidade mversa. Posteriormente, LAPLACE generalizou este resultado, aplicando a diversos
parametros (nao apenas a proporcao de sucessos) e recorrendo a distintas distribuigdes para ca-
racterizar a probabilidade a priori (quer discretas quer continuas). Obtemos, deste modo, uma

metodologia geral para a estimacao de um parametro.

As discussoes em torno da aplicabilidade da regra da sucessao

Todavia, mesmo aceitando as hipoteses previamente considera-
das, sao ainda discutiveis os limites de aplicacao da tormula deduzida.
Deste modo, durante muitos anos diversos Matematicos discutiram os
limites da sua aplicacao, sendo extremamente polémica a utilizacao
em algumas situacoes famosas, como ilustram as célebres discussoes
filosoficas sobre a probabilidade de o sol nascer amanha. JOSEPH
BERTRAND (1822—1900) em 1888, considerando que ja observamos

0 sol héa seis mil anos nos quais o sol nasceu todos os dias (todas as

2191500 bolas observadas sao brancas) estimou a probabilidade de o

BERTRAND

sol nascer amanha através de

2 191 501
2 191 502

~ (.9999995437.

P (“Sol nascer amanha”) =

Esta analise é efetuada em diversas obras ao longo dos séculos XVIII e XIX, uns defendendo
a sua aplicacao, outros criticando fortemente a sua utilizacao. Por exemplo, ANTOINE COURNOT
(1801—1877), em 1843, refere que nao faz qualquer sentido apostar 2 para 1 (probabilidade igual
a %) que val sair cara num segundo lancamento de uma moeda apenas pelo facto de no primeiro

lancamento ter saido cara! 4/13



