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A presente obra do Professor Bento Murteira, editada em 1988 pela Imprensa Nacional—
Casa da Moeda, teve o patrocinio exclusivo do Instituto de Seguros de Portugal. O texto
que se segue, é parte integrante da edicdo original, pelo que, por razoes historicas, se
considerou adequado manter nesta edi¢do comemorativa do centenario.

O desenvolvimento econdémico do nosso Pais e a sua entrada em espagos mais vas-
tos, como as Comunidades Europeias, tém conduzido, nas empresas ou noutras
entidades, a uma aplicacdo mais frequente e generalizada de métodos cientificos
para a tomada de decisdes.

Devem, por isso, ser apoiadas todas as iniciativas conducentes a uma maior
divulgacdo das bases cientificas dos métodos estatisticos a aplicar.

O Professor Bento Murteira vem-se dedicando, desde ha largos anos, ao ensino
e divulgacédo da Estatistica, dos Métodos de Previsdo e da Econometria.

Para além de numerosos artigos publicados, em revistas nacionais e estran-
geiras, sobre estas matérias, publicou igualmente duas obras muito consultadas
Probabilidades e Estatistica, em dois volumes, e Estatistica Descritiva.

O trabalho mais recente que ora se publica e que o Instituto de Seguros de
Portugal tem o privilégio de patrocinar é precisamente sobre duas matérias cen-
trais no campo da aplicacdo pratica: a Inferéncia e a Deciséo.

Na actividade seguradora, como alids na maior parte das restantes actividades
econdmicas, a tomada de decisdes baseia-se, em regra, num conjunto de dados
estatisticos que, devidamente tratados, permitem encontrar a melhor solugéo.

E, pois, com muito interesse que vemos a publicacdo desta obra. Pelo seu autor,
tem a garantia do rigor e correccdo a que nos habituou, e pela matéria abordada
um interesse redobrado pela necessidade dum melhor conhecimento dos métodos
de inferéncia estatistica para a tomada de decisdes.

Que todos saibam aproveitar os ensinamentos da presente obra, para cuja publi-
cacdo tivemos a honra de contribuir.

Lisboa, 4 de Fevereiro de 1988
O Instituto de Seguros de Portugal
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PREFACIO

O presente texto teve longa evolu¢do. Comegou por ser uma série de apontamen-
tos em que se basearam algumas exposicdes feitas aos docentes de matematica do
Instituto Superior de Economia no ano lectivo de 1974-75. Com sucessivos aper-
feicoamentos e extensdes — efectuados em grande parte quando o Autor estava
integrado no Centro de Estatistica e Aplicacdes da Universidade de Lisboa, do INIC
— serviu posteriormente de suporte as licdes proferidas sobre deciséo estatistica no
Curso de Mestrado em Métodos Matematicos para Economia e Gestdo de Empresas
que regularmente se vem realizando no mesmo Instituto.

Foi grande o beneficio retirado dos comentarios e criticas feitos pelos partici-
pantes nos diferentes Cursos e de alguns colegas que tiveram a amabilidade de ler
o manuscrito. Na impossibilidade de referir o rol dos que contribuiram para tor-
nar o texto mais aceitavel, citam-se, com uma palavra de reconhecimento extensi-
vel a todos, os colegas Maria Antonia do Amaral Turkman e Gustavo de Castro.
Evidentemente, a responsabilidade por erros ou deficiéncias resta inteiramente
com o Autor, alias consciente das limita¢des que néo conseguiu ultrapassar.

* * *

A publicacdo da Estaristica: INFERENCIA E DEcCISA0 tem como principal objec-
tivo chamar a atencéo para a existéncia de escolas ou correntes que afastando-se
da Estatistica Classica ndo s6 abrem diferentes perspectivas e propdem métodos
alternativos como permitem um melhor enquadramento e critica dos métodos clas-
sicos. A énfase dada a Inferéncia Bayesiana e a Decisdo Estatistica, sobretudo a
esta, visa, assim, contrabalancar o peso talvez excessivo que a Estatistica Classica
tem no ensino.

Para manter a obra dentro de dimensdes razoaveis consideram-se adquiridos os
principais conceitos e métodos da Estatistica Classica, com particular relevo para
estimacdo, intervalos e regides de confianca, testes de significancia e ensaios de
hipdteses em problemas paramétricos (que sido, pode dizer-se, os inicos tratados).
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xii Prefacio

Esses conhecimentos correspondem, grosso modo, as matérias que podem estudar-
-se em Murteira (1980) ou, com maior desenvolvimento, em Mood, Graybill e Boes
(1974) ou em Rohatgi (1976).

As referéncias contidas na obra néo prestam justica ao pesado débito que se tem
para alguns autores. E agradavel encargo mencionar Blackwell e Girshick (1954),
Fraser (1957), Lehmann (1959 e 1983), Ferguson (1967), DeGroot (1970), Lindgren
(1971), Berger (1980) e Barnett (1982), em que se inspiraram muitos dos resulta-
dos e exemplos apresentados. Infelizmente, Berger (1985) [segunda edi¢do muito
alargada de Berger (1980)], ndo saiu a tempo de lhe ser dada a atencdo que
merece: trata-se de leitura obrigatdéria para quem estuda Inferéncia Bayesiana e
Deciséo Estatistica.

E também muito agradavel manifestar apreco pelo acolhimento dispensado pela
Imprensa Nacional-Casa da Moeda, E.P., sem o qual a publicagdo do texto nio
teria sido possivel. Da solugéo encontrada ndo pode dissociar-se o apoio e encora-
jamento do colega J. Simdes Lopes.

* * *

Finalmente, como prova de grande reconhecimento, dedica-se o presente traba-
lho a todos aqueles que pacientemente escutaram o Autor, estimulando-o com o
seu interesse.

Lisboa, Outubro de 1987
Bento José Ferreira Murteira



PREFACIO A REEDICAO DA OBRA,
POR OCASIAO DA CELEBRACAO DO
CENTENARIO DE BENTO MURTEIRA

E com grande entusiasmo que apresentamos a recuperacio e reedicio de Estatistica:
Inferéncia e Decisao, de Bento José Ferreira Murteira. Esta obra, que representa
um marco na literatura estatistica portuguesa, continua a ser de imensuravel valor
para a comunidade académica e cientifica. A reedigido desta obra, no centenario
do nascimento do autor, é uma iniciativa conjunta da Sociedade Portuguesa de
Estatistica (SPE) e do Instituto Superior de Economia e Gestao (ISEG), refletindo o
compromisso de ambas as institui¢des em preservar o legado dos seus membros e
em promover o desenvolvimento da Estatistica em Portugal.

Bento Murteira, nascido a 17 de agosto de 1924 em Lisboa, foi um dos sdcios
fundadores da SPE e recebeu o Prémio Carreira SPE em 2013 pelo seu inestima-
vel contributo ao ensino e a pratica da Estatistica. Licenciado em Financgas pelo
ISCEEF (atual ISEG), Bento Murteira doutorou-se em 1953 na Universidade Técnica
de Lisboa com uma tese sobre processos auto-regressivos, uma area onde pionei-
ramente deixou a sua marca. O seu percurso académico e docente no ISEG, desde
1947 até a sua jubilacdo em 1994, como Professor Catedratico, foi fundamental
na formacéo de varias geragoes de estatisticos e na evolucédo da pratica estatistica
em Portugal. A sua colaboracgéo posterior com instituicdes como a Universidade
Nova de Lisboa e a Universidade Auténoma de Lisboa continuou a enriquecer o
panorama académico nacional até ao final da sua carreira.

Com uma vasta producio cientifica, Bento Murteira publicou numerosas obras
de referéncia nas areas de Estatistica, Econometria e Investigacdo Operacional,
algumas das quais em coautoria, tais como, Probabilidades e Estatistica, Introdugdo
a Estatistica, Analise Exploratéria de Dados, Andlise de Sucessoes Cronologicas e
Estatistica Bayesiana. Contudo, Estatistica: Inferéncia e Decisao destaca-se pela
profundidade da sua anélise critica das metodologias estatisticas e pelo enfoque
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xiv Prefécio a reedi¢ao da obra

inovador nas questdes de decisdo estatistica e seus fundamentos, sendo um texto
que continua a alimentar debates na teoria e na pratica da Estatistica. Tal como
Daniel Paulino referiu num dos seus escritos a respeito deste livro: «Obra mais
arrojada de Bento Murteira, pela profunda reflexdo critica sobre as metodologias esta-
tisticas que constitui, foi no nosso meio um marco impulsionador de uma consciéncia
critica da teoria e pratica estatistica que, ainda hoje, deve ser leitura assidua e refle-
xiva de quem faz da Estatistica a sua ocupagdo profissional».

Esta reedicdo gratuita ndo apenas presta homenagem ao vasto legado de Bento
Murteira, mas também visa colmatar uma lacuna significativa na literatura estatis-
tica em portugués de Portugal. Num contexto onde os materiais de estudo escritos
em portugués sdo limitados, obras como esta sdo essenciais para fortalecer a forma-
cdo académica e a investigacdo cientifica. A sua disponibilizacdo gratuita demons-
tra o empenho da SPE e do ISEG em proporcionar recursos valiosos a todos os
que, no presente e no futuro, pretendem aprofundar os seus conhecimentos em
Probabilidade e Estatistica.

Este gesto de tornar acessivel uma obra desta relevancia reforca a nossa misséo
de promover o avanco do conhecimento e de garantir que a sabedoria e o trabalho
de figuras de destaque da Estatistica como Bento Murteira permanecam disponi-
veis para todos. Agradecemos a todos os que tornaram possivel esta reedicio e
esperamos que a leitura de Estatistica: Inferéncia e Decisdo inspire e enriqueca
novas geracOes de estatisticos, tal como tem feito ao longo dos anos.

Lisboa, Outubro de 2024
Luis Meira Machado e Maria Anténia Amaral Turkman



A NOTE FROM PROFESSOR JAMES O. BERGER

Professor Bento Murteira was a towering figure in Portugal (and highly recog-
nized in the wider world) in the sciences of statistics, forecasting, econometrics
and decision making. This book, which he wrote in 1988, is a wonderful testament
to his brilliance.

I have actually read most of the book; although I do not speak Portuguese, the
important statistical ideas stand out, highlighted by the historical and philosophi-
cal discussions and the extensive examples. Elaborating on these latter topics:

1. Statistics has an astonishing history of over 250 years, weaving through a
tapestry of the objective Bayesian statistics of Bayes and Laplace, that ruled the
statistical landscape for 150 years; Fisherian and frequentist statistics (although
they were highly oppositional) during the last 100 years; and then a huge Bayesian
revival, occurring over the last 75 years. The book captures much of this history,
although naturally focusing more on the years from 1920 on, since that is the most
operationally important era. The scholarship in the book is amazing, essentially
capturing all of the main Bayesian and frequentists ideas from 1920 to 1988.

2. Irecently wrote an article “Learning Statistics Through Counterexamples™’
for a volume in honor of Dev Basu who wrote a famous article with the same
name?. I found that most of those examples were in the book. I am sent books
all the time to review and I look for key things, such as these counterexamples, to
see if the author is aware of the major issues and controversies in statistics; sadly,
most authors do not understand at least some of these fundamentals. Professor
Murteira did understand all of the fundamentals by the mid-80’s (and probably
long before).

The structure of the book is interesting. It starts with a massive Chapter 1,
which more or less explains everything — frequentist, Bayesian and their

! Berger, J. (2024). Learning Statistics From Counterexamples. Sankhya A.
2 Basu, D. (2011). Learning statistics from counter examples: ancillary statistics. Selected Works of
Debabrata Basu, pages 391-397.
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xvi A note from Professor James O. Berger

interactions — that most statisticians would need to know. The ensuing chapters
delve into more technical details for those interested in serious frequentist method-
ology, such as minimaxity and invariance; and Bayesian methodology, such as the
objective Bayesian and subjective Bayesian approaches. Professor Murteira is spot
on in everything he says about either the frequentist or the Bayesian approaches.
Even though these later chapters are more technical, there are still practical and
philosophical gems sprinkled throughout.

I wish I had been able to interact with Professor Murteira; the depth of his
understanding was phenomenal.

Durham, October, 2024

James Berger

Arts and Sciences Distinguished Professor Emeritus of
Statistics, Duke University
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CAPITULO 1

ENSAIO DE INFERENCIA
ESTATISTICA COMPARADA

11 Inferéncia e decisao

Ao aprofundar um pouco o estudo da estatistica, saindo naturalmente dos procedi-
mentos classicos, depara-se com grande nimero de correntes ou escolas. Sem falar
na falta de unidade' dos chamados classicos (Fisher para um lado, Neyman-Pearson
para outro), o desfile é algo extenso: bayesianos (objectivos, subjectivos, ...), fidu-
cialistas, verosimilhancistas, estruturalistas, ....

A diversidade n#o é inesperada! As conclusdes ou informagdes retiradas dos
dados estatisticos sobre parametros ou modelos enquadram-se na logica indutiva e
é bem sabido que a justificacdo da inducédo é um dos problemas mais controversos
da filosofia.

Cada escola tem principios e procedimentos proprios. Os principios devem
arrastar a validade das inferéncias correctas e nunca implicar a validade de qual-
quer inferéncia incorrecta. A respectiva anéalise conduz aos fundamentos da infe-
réncia estatistica que Berger (1984) refere nos seguintes termos: «Statistics needs a
<foundation>, by which I mean a framework of analysis within which any statistical
investigation can theoretically be planned, performed, and meaningfully evaluated.
The words <anys> and <theoretically> are key, in that the framework should apply
to any situation but may only theoretically be implementable. Pratical difficulties or
time limitations may prevent complete (or even partial) utilization of such framework,
but the direction in which <truth> could be found would at least be known».

! Alguns aspectos do confronto sido abordados ao longo do presente capitulo.



2 Ensaio de inferéncia estatistica comparada

Os fundamentos da inferéncia estatistica constituem campo reservado a filoso-
fia, onde, no entanto, vio fazer-se algumas breves e ligeiras incursoes.

Correndo o risco de partir de uma simplificacdo demasiado drastica — com
perigos que a seu tempo se apontam — consideram-se® apenas trés correntes atra-
vés de enquadramento que destaque as principais caracteristicas e as ponha em
confronto. Mais tarde da-se maior énfase a decisdo estatistica.

O ligeiro ensaio de inferéncia estatistica comparada que vai seguir-se deve
muito a Barnett (1982) e a Cox e Hinkley (1974), autores cuja consulta se reco-
menda para apuramento e desenvolvimento do estudo.

A distincéo entre as trés correntes pode esbogar-se segundo diversas vertentes.
Consideram-se, por agora, duas: objectivos e informacio relevante.

Ao nivel dos objectivos os procedimentos estatisticos podem visar a inferén-
cia — descri¢do em termos probabilisticos do conjunto de fenémenos observados
de modo a desenvolver o conhecimento cientifico — ou podem visar a decisdo —
prescri¢do de modos de ac¢do pratica no contexto de uma dada situagio através
do processamento de informacéo adequada.

Exemplo 1.1 — Os caudais numa sec¢do de um rio podem observar-se estatistica-
mente para descrever a sua distribuicdo e melhorar o conhecimento do respectivo
regime hidrolégico. Alternativamente, a distribuicdo pode descrever-se com o pro-
posito de informar a decisdo sobre as caracteristicas de um dique a construir para
proteccio contra inundacdes. [1°

A importéancia da inferéncia foi assinalada por Fisher (1956) ao tratar de concei-
tos estatisticos: «The concepts... have arisen in the study of numerical observations
in the Natural Sciences; they are intended for use in inferences by which progress in
the sciences is guided». Jeffreys (1961) alinha claramente com Fisher: «The funda-
mental problem of scientific progress, and a fundamental one of everyday life, is that
of learning from experience. Knowledge obtained in this way is partly merely descrip-
tion of what we already observed, but part consists of making inferences from past
experiences to predict future experience...». E exemplifica: « The Nautical Almanac’s
predictions of lhe position of the planets, an engineer’s estimation of the output of a
new dynamo, and an agricultural statistician’s advice to a farmer about the utility
of a fertilizer are all inferences from past experience».

Um dos primeiros autores a pdr em causa a distin¢do entre inferéncia e deci-
sdo foi provavelmente Neyman por volta de 1937. Em obra mais recente (Neyman,
1950) pode ler-se: «Claims are occasionally made that mathematical statistics and
the theory of probability form the basis of some mental process described as <inductive

2 Tanto quanto possivel sem tomar posigdo.
* O simbolo, [J, indica que o exemplo terminou.
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reasoning>. However, in spite of substancial literature on this subject the term <induc-
tive reasoning> remains obscure and it is uncertain whether or not the term can be
conveniently used to denote any clearly defined concept. On the other hand... there
seems to be room for the term <inductive behaviors. This may be used to denote the
adjustment of our behavior to limited amounts of observation».

Lehmann (1959) também considera irrelevante separar a inferéncia da deciséo:
«Frequently it is a question of providing a convenient summary of the data or indi-
cating what information is available.... This information will be used for guidance
in various considerations but will not provide the sole basis for any specific decision.
In such cases the emphasis is on inference rather than on the decision aspect of the pro-
blem, although formally it can still be considered a decision problem if the inferential
statement itself is interpreted as the decision to be taken».

Se Neyman e Lehmann néo fazem distin¢éo nitida entre inferéncia e deciséo,
argumentando que ao fazer uma inferéncia se esta a decidir, Cox (1958) mostra
desacordo e justifica a sua posi¢do com dois pontos: por um lado, um dos princi-
pais problemas da inferéncia estatistica é escolher quais os tipos de conclusdes a
que pode chegar-se, enquanto na decisdo estatistica as ac¢des possiveis sdo pre-
viamente especificadas; por outro lado, as decisdes estatisticas baseiam-se, quer,
na informacao usada para estabelecer inferéncias, quer, na avaliacdo das percas
decorrentes de decisdes erradas.

Lindley (1965), ao defender que a decisdo é uma extensio da inferéncia, situa-
-se, assim parece, numa situacdo intermédia: « The person making the inference need
not have any particular decision problem in mind. The scientist in his laboratory does
not consider the decisions that may subsequently have to be made concerning his
discoveries. His task is to describe accurately what is known about... the question».

As opinides recolhidas mostram bem que a classificagdo dos procedimentos
estatisticos segundo os dois objectivos — inferéncia ou decisdo — néo é tdo pacifica
como a primeira vista se podia esperar. Como nio parece muito frutuoso alongar a
discussio, espera-se que o desenvolvimento do estudo possa contribuir para langar
mais alguma luz sobre a matéria.

Ao nivel da informagéio relevante ha que posicionar as varias correntes relati-
vamente a:

« informacéo a priori;
« informacéo obtida por amostragem,;
« informacéo sobre as consequéncias das acc¢des alternativas.

A informacdo a priori, anterior ou externa em relacdo a amostra ou a experién-
cia, deriva normalmente dos conhecimentos acumulados no dominio em causa
ou em dominios conexos, bem como da intui¢do ou sensibilidade do investigador.
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A designacdo da cobertura a um vasto espectro de elementos, objectivos ou sub-
jectivos. A incorporacio da informacéio a priori nos modelos estatisticos passa por
uma quantificacdo nem sempre desprovida de dificuldades.

A informacdo obtida por amostragem ou experimentalmente pode assumir a
forma de dados ou observagdes resultantes de inquéritos conduzidos sobre uma
parte — amostra — de uma populagdo, de experiéncias repetidas em condi¢des
constantes ou aproximadamente constantes ou, ainda, de <<realiza<;6es» de uma
situagdo real — caso, por exemplo, das sucessdes cronologicas — em que o processo
gerador tem algo de estruturalmente estavel.

A avaliagdo das consequéncias potenciais das varias acc¢des alternativas é o
terceiro tipo de informacdo relevante. Trata-se, muito frequentemente, de infor-
magcdo de natureza econémica quantificada em termos de custos e beneficios.

Exemplo 1.2 — No caso do Ex. 1.1, a informac&o a priori pode consistir nos conhe-
cimentos acumulados sobre o comportamento do mesmo rio noutras sec¢des ou
de rios com regime semelhante; a amostra pode ser constituida pela observacédo ou
calculo dos caudais diarios durante um certo periodo; finalmente, se o proposito é
construir um dique de protecgio e a respectiva altura é a variavel em relagéo a qual
se tem de tomar uma decisdo, a avaliacdo das consequéncias exige o calculo, para
varias alturas num dado intervalo — acc¢des alternativas — dos custos do dique e
dos beneficios retirados da construcdo do mesmo. [

A natureza dos objectivos e o tipo de informacéo formalmente utilizado per-
mitem distinguir entre:

« inferéncia classica (ortodoxa ou «standard»);
« inferéncia bayesiana;
« decisdo estatistica.

A inferéncia classica, em que pontificam nomes como os de R. A. Fisher, J. Neyman
e E. S. Pearson, é o processo de inferéncia que em principio emprega exclusiva-
mente a informacio obtida por amostragem®.

A inferéncia bayesiana, com que aparecem associados F. P. Ramsey, de Finetti,
H. Jeffreys, L. J. Good e D. V. Lindley, é o processo de inferéncia que através do
teorema de Bayes — conhecido desde 1763 — se propde combinar a informacéo a
priori com a informacio obtida por amostragem.

* Barnett (1982) ao referir que o nido acolhimento formal pelos classicos da informagio a priori
ou da informacdo sobre as consequéncias néo resultou de uma falha involuntaria, mas, sim, de
uma escolha consciente, declara: «They argued that such information could seldom be objective
or detailed enough to form part of a formal theory of statistical inference. Instead they aimed at
producing a theory which would be universal in application, free from subjective assessments, and
based on information which would always exist in quantifiable form, namely sample data».
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A decisao estatistica, em que A. Wald foi pioneiro, é o processo que formula
regras de ac¢do com base nos trés tipos de informacéo referidos. Na linha inicial-
mente desenvolvida por Wald (1950) néo se recorre necessariamente a informacéo
a priori; verificou-se depois, com o impulso de L. J. Savage, que a introdugéio de
critérios de raiz bayesiana facilitava a investigacdo de regras de decisdo 6ptimas.

A arrumagio do pensamento estatistico em trés escolas, se, por um lado, tem o
atractivo de oferecer um quadro de referéncia, tem, por outro lado, o grave inconve-
niente de ser demasiado simplista. De facto, ndo existem fronteiras perfeitamente
definidas entre as trés escolas e dentro de cada uma ha modos de interpretagio, con-
ceitos e procedimentos que no sio sempre formulados ou conduzidos da mesma
maneira. H4, portanto, que ficar de sobreaviso em relacdo ao excessivo esquema-
tismo e a existéncia de escolas que néo se integram em nenhuma das apontadas
[0 estudo de outras correntes pode fazer-se em Barnett (1982)].

Disting¢ao algo mais profunda entre inferéncia classica, inferéncia bayesiana e deci-
sdo estatistica carece de uma chamada aos principios de interpretacéo das conclu-
soes a que chegam e, correlativamente, as interpretagdes do conceito de probabili-
dade que aceitam e empregam.

Considere-se em primeiro lugar o posicionamento de cada corrente face ao
conceito de probabilidade.

Como ¢é bem sabido nio ha grandes divergéncias® no que respeita ao sistema
formal — pensa-se, especialmente, na teoria desenvolvida a partir da axiomatica
de Kolmogorov — em que a probabilidade surge como uma fun¢do matematica e é,
pode dizer-se, um termo indefinido. Desejando aplicar-se o sistema formal a pro-
blemas reais é indispensavel introduzir uma ligacdo ou conexdo entre esse ente
abstracto e a interpretacdo do termo probabilidade quando este se refere a aconte-
cimentos ou proposicoes com valor pratico. E neste ponto, isto é, quando se visa a
determinacdo das propriedades extramatematicas da probabilidade, a controvérsia
¢é enorme.

Para encurtar ideias referem-se apenas trés interpretacdes do conceito de pro-
babilidade: a frequencista, a logica e a personalista. Acompanha-se aqui Savage
(1954) quando diz a propdsito: «...the short taxonomy... is bound to infuriate any
expert on the foundations of probability, but I trust it may do the less earned more
good than harm».

> Excepto, possivelmente, no que concerne a axiomatizagio da aditividade ou da aditividade-o.
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O ponto de vista frequencista (Venn, von Mises, Reichenbach, Salmon, etc.) foi
adoptado de forma quase unénime pelos estatisticos durante a primeira metade do
século e é ainda hoje considerado correcto pela maioria. Baseia-se, grosso modo,
na estabilidade ou regularidade estatistica das frequéncias relativas — empirica-
mente verificada — e sustenta que a probabilidade de um acontecimento pode ser
medida observando a frequéncia relativa do mesmo numa sucessdo «numerosa»
de provas ou experiéncias «idénticas e independentes».

O ponto de vista logico (Keynes, Jeffreys, Carnap, etc.) defende que a pro-
babilidade representa uma relagéo logica entre uma proposi¢do ou conjunto de
proposi¢des — a evidéncia — e outra proposicdo — a hipotese — e mede o grau de
implicagdo (grau de confirmacéo para Carnap) da hipétese pela evidéncia. O grau
de implicacéo é tinico, racional, impessoal.

O ponto de vista personalista ou subjectivo (Ramsey, de Finetti, Savage, etc.)
considera que a probabilidade representa ainda uma relacéo entre a evidéncia e a
hipétese, ndo uma relacdo 16gica, mas uma relagdo quase-logica. Por outras pala-
vras, a probabilidade mede o grau de credibilidade que uma dada pessoa na posse
da evidéncia atribui a hipotese. Este ponto de vista pressupde que a pessoa em
questdo tem uma atitude razoavel — veja-se adiante a ideia de coeréncia — o que
nio impede que duas pessoas diferentes face a mesma evidéncia tenham diferentes
graus de credibilidade relativamente a mesma proposicao.

No quadro artificialmente simplificado das interpretacdes do conceito de proba-
bilidade [h4 mais correntes e varias linhas dentro das trés correntes indicadas; veja-
-se o excelente estudo de Fine (1973)] pode avancar-se preliminarmente o seguinte:

« na inferéncia classica perfilha-se a interpretacio ou ponto de vista
frequencista®;

« na inferéncia bayesiana perfilha-se a interpretagdo personalista (bayesianos
subjectivos) e também, talvez em menor escala, a interpretacéo logica (baye-
sianos objectivos — veja-se sec¢do 1.6).

Mantendo mais a superficie o confronto entre classicos e bayesianos subjectivos
ndo é dificil de compreender a diferenca de atitudes em relagéo ao conceito de pro-
babilidade. De facto, enquanto a informacéo obtida por amostragem ou por expe-
rimentacéo é compativel com a interpretacdo frequencista, pois pode conceber-se

¢ Ha que distinguir entre o puro frequencismo de Neyman-Pearson e a posigéo de Fisher. Apesar
de ser considerado frequencista, por exemplo por Savage, Fisher foi um veemente critico do fre-
quencismo tradicional acabando por perfilhar um conceito de probabilidade que o mesmo Savage
considera pouco claro. Outros autores, como Efron, parecem considerar Fisher mais perto dos
bayesianos do que dos frequencistas, na medida em que se afasta destes quando usa o argumento
fiducial e propde distribui¢des de probabilidade (fiduciaria) para parametros condicionadas pela
particular amostra observada (sem, no entanto, admitir distribui¢des a priori).
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a repeticdo indefinida do processo de recolha de amostras ou de realizagio de expe-
riéncias e analisar as frequéncias dos resultados a que conduz, tal ndo sucede com
a informacao inicial ou a priori. Esta, incluindo juizos, ou experiéncias individuais
da mais diversa indole, decorrentes em geral de situacdes néo repetitivas, somente
consegue formalizar-se ou introduzir-se no modelo através da interpretacdo em
termos de graus de credibilidade. E, ali4s, a ideia de Berger (1984) quando declara:
«The goal of statistics is to communicate evidence about uncertainties and the correct
language of uncertainty is probability. Only subjective probability provides a broad
enough framework to encompass the types of uncertainties encountered...».

E a informacéo por amostragem compativel com a interpretacdo subjectiva? E!
De facto a interpretacido subjectiva ndo impede que a informagao dada pela amos-
tra — quer dizer, dada pela observacdo de frequéncias — seja aceite e empregue
no campo bayesiano. Importa notar, porém, que s6 em 1931 quando de Finetti ela-
borou o conceito de acontecimentos permutaveis [«exchangeable events»; veja-se
Kyburg e Smokler (1964)] se estabeleceu a «ponte» entre os métodos classicos e
a nocdo de probabilidade personalista, isto é, a via que permitiu aos bayesianos
acolher os resultados frequencistas que ndo colidiam com os seus principios.

A decisdo estatistica ndo estd vinculada a nenhuma interpretacio particular
do conceito de probabilidade; nos casos em que é utilizada informagio a priori —
perspectiva de Savage — é em geral aceite a interpretacdo personalista.

Voltando aos principios de interpretacdo das conclusdes comeca por referir-se
o principio de amostragem repetida segundo o qual os métodos estatisticos devem
apreciar-se através do respectivo comportamento num ndmero ilimitado de repe-
ticdes — hipotéticas — efectuadas nas mesmas condicdes. Uma das faces do prin-
cipio reside, precisamente, na interpretagio frequencista ja mencionada, isto é, na
utilizacdo de frequéncias como medidas de incerteza; a outra face reside na avali-
acdo dos procedimentos estatisticos em termos da frequéncia com que fornecem
respostas correctas ou bons resultados.

Evidentemente, é no principio de amostragem repetida que repousa a inferén-
cia classica. Por exemplo, o estimador de um pardmetro pode considerar-se bom
quando tem uma probabilidade elevada de conduzir a estimativas na vizinhanca
do verdadeiro valor do parametro; isto é, se for hipoteticamente repetido grande
numero de vezes o processo de estimacio, a frequéncia relativa de estimativas que
caiem nessa vizinhanca é elevada (e nao difere muito daquela probabilidade).

Aspecto importante da inferéncia bayesiana € o ja assinalado propoésito de des-
crever toda a incerteza por meio de probabilidades, inclusivamente a que resulta
da contingéncia da informacéo a priori. Para o efeito baseia-se nas seguintes hipo-
teses [Cox e Hinkley (1974)]: (1) cada individuo tem relativamente a todo o acon-
tecimento incerto uma atitude susceptivel de ser medida por uma probabilidade;
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(2) as probabilidades que dizem respeito ao mesmo individuo sdo comparaveis;
(3) as probabilidades podem avaliar-se em funcdo do comportamento do individuo
ao apostar em certos jogos hipotéticos.

O principio fundamental em que assenta a inferéncia bayesiana — principio de
coeréncia bayesiana — exige que as probabilidades acima referidas (probabilidades
personalistas) assegurem a cada individuo um comportamento na realizagdo de
apostas que nio conduza a um prejuizo certo, quer dizer, um individuo coerente
nunca permite que seja feita contra si aquilo a que se chama «banca holandeza».

Por exemplo, se um individuo atribuir a um dado acontecimento grau de credi-
bilidade igual a 1 /4, isso quer dizer que esta disposto a apostar de modo a ganhar 1$
se o acontecimento se ndo realizar e a perder 3$ se o acontecimento se realizar.
Se 0 mesmo individuo atribuir idéntico grau de credibilidade ao acontecimento
contréario, isso quer dizer que esta disposto a fazer uma aposta também de 1 para 3
mas, agora, em condi¢des inversas. Logo, o «banqueiro» que faca duas apostas de
1$, uma no acontecimento, outra no contrario, inflige ao individuo incoerente um
prejuizo certo de 28$.

Uma consequéncia extremamente importante do principio de coeréncia baye-
siana, principio intimamente ligado ao caracter normativo da teoria personalista,
¢ tornar possivel aplicar ao sistema de graus de credibilidade de um individuo coe-
rente, em dado contexto, as regras de calculo de probabilidades, isto é, o conjunto
de teoremas emanado dos axiomas de Kolmogorov’.

O problema da operacionalidade do conceito de probabilidade personalista
por meio de sistemas de apostas em jogos artificiais levanta alguns problemas.
Em particular, é pertinente afirmar que os graus de credibilidade podem depen-
der da incerteza e do montante das apostas. De Finetti ladeia a questdo suge-
rindo que se considerem apostas de reduzido valor monetario — «miniapostas».
Uma abordagem mais satisfatoria tem de fazer-se a luz da teoria da utilidade (veja-
-se capitulo 2).

A decisdo estatistica assenta também num principio de coeréncia, desenvol-
vido com certo paralelismo em relagido ao principio bayesiano, segundo o qual,
nos problemas de decisdo, relativamente ao decisor, cada combinacido de uma

7 Atenda-se no que dizem Edwards, Lindman e Savage (1963): «A system of personal probabilities, or
prices for contingent benefits, is inconsistent if a person who acts in accordance with it can be trapped
into accepting a combination of bets that assures him of a loss no matter what happens. Necessary
and sufficient conditions for consistency are the following, which are familiar as a basis for the whole
mathematical theory of probability:

0 < P(A) < P(S) = 1,P(A U B) = P(A) + P(B),

where S is the tautological, or universal, event; A and B are any two incompatible, or nonintersecting,
events; and A U B is the event that either A or B is true, or the union of A and B».
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accdo com um particular valor do pardmetro — estado da natureza — produz uma
consequéncia que tem associada uma dada utilidade. Portanto, a ac¢do 6ptima
— decisdo coerente — ¢é aquela que conduz a maximizagao da utilidade esperada.
O assunto vai ser oportunamente retomado e desenvolvido.

1.2 Inferéncia Estatistica e Investigacao Cientifica

Antes de prosseguir convém preparar o terreno para a introducéo das estruturas
matematicas ou modelos donde partem, quer a inferéncia classica, quer a inferén-
cia bayesiana, quer ainda a deciséo estatistica.

Escusado seria frisar que a estatistica ndo é uma teoria; é um instrumento ou
alfaia (Castro, 1952) cujas aplicacdes mais relevantes se situam, naturalmente, no
dominio da investigacéo cientifica.

A investigagéo cientifica é um processo de aprendizagem essencialmente basea-
do na interaccdo teoria-pratica e que, portanto, nio se esgota com a mera especu-
lagéo teodrica ou com a estiolante acumulacéo de factos.

Box (1984) apresenta um exemplo tipico da interacc¢io teoria-pratica que
embora de interesse geral tem especial significado para os economistas: «In 1927
Udny Yule was trying to understand what was wrong with William Beveridge’s analy-
sis of wheat price data. The fitting of sine waves of different frequencies by least squa-
res had revealed significant oscillations at strange and inexplicable periods. Yule sug-
gested that such series ought to be represented not by a deterministic function subject
to error, but by a dynamic system (represented by a linear difference equation) respon-
ding to a series of random shocks — this model was likened to a pendulum being peri-
odically hit by peas from a pea shooter». Da ideia revolucionaria de Yule nasceram
os modelos mistos auto-regressivos e de médias moéveis (modelos de Box-Jenkins)
que ocupam hoje lugar central nos trabalhos de previsdo a curto prazo.

A interaccido teoria-pratica encontra-se representada no esquema da pagina
seguinte (Box, 1976).

Em dado ciclo, os factos conhecidos podem conduzir a ensaiar uma teoria.
As dedugoes feitas a partir da teoria proposta podem revelar discrepancias em
relacéo a factos estabelecidos ou a dados especialmente recolhidos. Essas discre-
pancias levam, plausivelmente, por indugéo, a uma teoria modificada ou a uma
nova teoria. E assim por diante.

Um moderno ramo da estatistica, a analise de dados (veja-se a exposi¢do de
Mallows e Tukey, 1982), referido de passagem por néo se enquadrar no presente
estudo, tem motivacdo na ideia de que actualmente o progresso da ciéncia exige
que se atenda mais profundamente a aquisicao, a qualidade e ao tratamento, analise
e exploracgdo dos dados.
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PRATICA __ _
Factos,
Dados....

Indugio Deducio Inducio

TEORIA
Conjecturas, - - —
Hipéteses, Modelo, ...

Semelhante atitude esta associada a uma diferente perspectivagio do papel que
cabe a estatistica. Em vez de ser um auxiliar imparcial na avaliacdo da evidéncia
que os dados fornecem em suporte de um dado modelo (ou a favor deste ou daquele
valor particular dos parametros do mesmo modelo), hoje, por forca da quantidade
e da variedade dos dados acumulados e do poder de computacao acessivel, a esta-
tistica tem de empenhar-se muito mais na exploracao, pesquisa e reconhecimento
de padroes estaveis.

A posi¢do da analise de dados é digna de nota. Por um lado, pede que na sequén-
cia, ... = dados = modelo = dados = ..., cada termo tenha a devida ponderacio,
isto é, adverte contra o perigo da teorizagio feita & margem das potencialidades
que residem na exploragéio e tratamento dos dados; por outro lado, parece nido por
em davida a relevancia dos modelos tedricos.

De facto, é lugar comum da metodologia das ciéncias que qualquer investiga-
dor que estuda um sistema — fisico, bioldgico, econémico, etc. — e é confrontado
com uma dada informacdo factual, procura regra geral construir ou adaptar um
modelo em termos do qual as caracteristicas do sistema possam exprimir-se com
simplicidade. O processo é dindmico, quer dizer, o investigador bem sucedido vai
elaborando modelos cada vez mais uteis ou mais validos em funcéo da atitude cri-
tica tomada a luz da observagio ou informacéo progressivamente acumulada.

Em tal contexto podem distinguir-se, em termos gerais, dois tipos de investi-
gacdo estatistica — dedutivo e indutivo — requeridos na relevante tarefa de apoio
a investigacao cientifica:

« 0 dedutivo, apropriado para realizar inferéncias condicionadas pela validade
do modelo;
« o indutivo, necessario na fase de critica do modelo («diagnostic checking»).

Mais desenvolvidamente tem-se: A inferéncia estatistica associada com a incor-
poragdo de dados num modelo suposto ou considerado valido. Esta incorporagao
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designa-se por estimacéo; o modelo com os dados incorporados, permite prever o
comportamento de novos factos ou observacdes.

A inferéncia estatistica associada com a fase de critica e que estabelece o con-
fronto entre o que pode esperar-se se 0 modelo proposto for apropriado e os dados
que na verdade sdo observados.

Assim, a analise dos residuos (de uma equagéo de regresséo, por exemplo), os
ensaios de significancia, os ensaios de ajustamento (por exemplo, o qui-quadrado),
sdo técnicas de critica; o método dos minimos quadrados, o método da maxima
verosimilhanga, a regressio «ridge», sdo técnicas de estimacéo.

A separacéo critica-estimagido nio deve entender-se de forma absoluta (a esti-
macio pode fazer-se, quer na fase final do processo depois de concluir pela vali-
dade do modelo, quer nas fases intermédias de critica que exigem normalmente
estimacdes provisorias dos parAmetros) mas, na verdade, revela-se muito fecunda,
nomeadamente na comparagdo da inferéncia classica e da inferéncia bayesiana
(veja-se seccdo 1.5).

1.3 Inferéncia classica

Na secc¢io anterior procurou chamar-se a atencéo para o importante papel que os
modelos representam na investigacéo cientifica.

Nos problemas de inferéncia estatistica ou de decisdo estatistica trabalha-se,
quase sempre, no quadro de um modelo probabilistico ou, pelo menos, com uma
forte componente probabilistica. Na inferéncia classica® o modelo visa descrever
a situacdo experimental ou o processo gerador dos dados ou observacdes. Para
Birnbaum (1962): «The adequacy of any such model is tipically supported, more or
less adequately, by a complex informal synthesis of previous experimental evidence
of various kinds and theoretical considerations concerning both subject-matter and
experimental techniques».

O modelo classico compreende um espaco de resultados ou espago da amos-
tra, X, cujos elementos, x, resultam da observacio de uma variavel ou vector
aleatorio’, X. Cada elemento, x € X, representa o resultado da amostragem ou da
experimentacdo; quer dizer, x corresponde genericamente aos dados estatisticos.

8 E néo so.

? Quando houver nitida vantagem em distinguir entre escalares e vectores, o simbolo destes escreve-
-se em normando: X = (X, X, ..., Xy), X = (x1, X, ..., Xy ), etc. Sempre que a interpretagéo resulte
clara da exposicdo omite-se o normando. Quando estiverem em causa opera¢des com vectores
(matrizes), X designa um vector coluna, isto é, X = (Xj, X;, ..., Xy)’ € o vector coluna obtido por
transposi¢do do vector linha (X;, X;, ..., Xy). Por exemplo, ), X? = X'X, ou, com B = [b;], matriz
N x N, Y, b;XX; = X’BX. De contrério ndo se tem a preocupacio de distinguir entre vectores
linha e vectores coluna.
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A opcéo por um espaco da amostra — que ocorre ao nivel do delineamento da
experiéncia ou do plano de amostragem — é de tal modo fundamental no método
classico que este se designa também por teoria da amostragem.

As possiveis fung¢des de probabilidade (caso discreto) ou fun¢des densidade de
probabilidade (caso continuo) de X designam-se genericamente por f(x |#), onde 0,
escalar ou vector, é um parametro pertencente a um conjunto, ®, o espaco do
parametro. Assim,

F={f(x]0) : 0 €O}, (1.1)

forma uma familia de distribuicdes probabilisticas e constitui, por assim dizer, a
parte nuclear do modelo.

O parametro, 6, é indice ou indicador dos membros da familia, F. Esta pode
ser muito ampla a ponto de incluir, por exemplo, funcoes de densidade de todas as
variaveis aleatorias (absolutamente) continuas; no caso paramétrico propriamente
dito, a expressao analitica de f(x|0) é especificada a priori — supde-se conhecida
— e a atencdo concentra-se na pesquisa do «verdadeiro» valor de 6, isto é, do valor
particular que indexa a distribuicdo que descreve «apropriadamente» as condicdes
em que se observa X.

Nas aplicacdes sabe-se, quase sempre, se X é variavel aleatéria discreta ou
continua, isto é, se f(x|0) é fungédo de probabilidade ou fun¢io de densidade de
probabilidade. Para néo estar sempre a distinguir entre caso discreto e caso con-
tinuo exprimem-se genericamente os raciocinios em termos da funcdo de densi-
dade f(x|0)".

Para dar maior generalidade ao modelo — evitando também a dicotomia refe-
rida no paragrafo anterior — pode tomar-se em alternativa a (1.1) a familia de

medidas de probabilidade'’,

onde, Py(B) = Py(X € B) [B conjunto da algebra-o definida em X] ou a familia de
fung¢des de distribuigio,
F={F(x|0) : 0 €0} (1.3)

com, F(x|0) = Py(X £ x).

190 que é matematicamente correcto, pois no caso discreto a funcio de probabilidade é uma fungdo
de densidade em relagio a uma medida de contagem e no caso continuo esta-se (correntemente)
em presenca de uma funcédo de densidade em relacdo a medida a Lebesgue.

' Ao especificar uma medida de probabilidade, P, é necessario indicar, além do espaco da amos-
tra, X, a classe de conjuntos de X, seja @, para os quais a medida P é definida; em geral, G, é
uma algebra-o. Nos problemas aqui tratados X é quase sempre um espago euclideano e @i o cor-
respondente corpo de Borel. As referéncias a @ sdo usualmente omitidas, usando-se por vezes a
designacdo de «mensuravel» para exprimir que B, B C X, pertence a classe @, B € Q.
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Exemplo 1.3 — Considere-se ainda o caso do dique. Suponha-se que se projecta
medir os caudais numa dada secc¢do do rio em N momentos; em principio tem-se
X =(X},X,,..., Xy), onde X;,i = 1,2,..., N, é a variavel aleatoria que representa o
caudal no momento i. A experiéncia consiste na observacdo de X e a sua concreti-
zagdo da lugar a uma amostra, x = (xy, X, ..., Xy ), onde x;, i = 1,2,..., N, é o caudal
observado no momento i. O espaco da amostra é o subconjunto de RY,

X ={(x;,%,....,x5) : >0, i=12,..,N}L

Admitindo — hipétese muito for¢cada — que X; sdo variaveis aleatérias independen-
tes e identicamente distribuidas, simbolicamente I.LD., com distribui¢do exponen-
cial negativa, vem,

f(x]0) = IO exp{—0x;} = ON exp{—02x},x, > 0,0 > 0.
O espago do parametro é,
©=1{0:0>0}

e a familia de funcdes densidade de probabilidade,

F = {0 exp{-02x} : 6 > 0}.
O

A inferéncia classica procura responder a questdes'?

Cox e Hinkley (1974)):

como as seguintes (veja-se

a) Os dados, x, suportam ou sio compativeis com a familia F? E o trabalho de
critica de que se falou na seccéo anterior.

b) Supondo que os dados emanaram de uma das distribuicdes da familia F,
isto é, admitindo a validade do modelo, que inferéncias podem fazer-se sobre
o verdadeiro valor do parametro? E o trabalho de estimacdo de que igual-
mente se falou na seccdo anterior.

A escolha da familia F é passo decisivo na inferéncia classica que, insista-se, é
dado através de uma complexa sintese da experiéncia passada e do conhecimento
tedrico sobre a natureza dos fenémenos em estudo®.

Com, X = (X, X5, ..., Xj), uma hipdtese muito usada na construgéo dos mode-
los é a de que as variaveis aleatorias, X, sdo independentes mesmo quando as

2 Questdes que podem colocar-se igualmente quando se empregam métodos ndo classicos.

3 Como se adiantou no Prefacio, a presente obra aborda quase exclusivamente problemas paramé-
tricos. Em problemas ndo paramétricos a falta de informacao ou a procura de maior generalidade
levam o investigador a trabalhar com familias, ¥, muito amplas, por exemplo, familias constituidas
por todas as distribui¢cdes absolutamente continuas.
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observagdes, x = (xy, Xy, ..., Xy ), ndo sdo obtidas por um claro processo de amos-
tragem casual. No caso do Ex. 1.3, se os caudais nio sdo independentes, o que é
bem provavel, o modelo teria de ser construido com base em,

f(xy, %9500, x5 | 0),

func¢io densidade conjunta dos caudais, ndo sendo licito escrever,

fGa %, 0523 [0) = 11 f (% 6);

quer dizer, o modelo seria muito mais complexo na medida em que envolveria a
estrutura de dependéncia — covaridncia, pelo menos — entre os caudais nos varios
momentos considerados.

Outra hipotese a que se recorre com alguma frequéncia é a de que as varia-
veis, X, i = 1,2,...,N, possuem distribuicio Normal com média, p, e varian-

cia, 0?. Simbolicamente, combinando esta hipétese com a anterior, é corrente
a especificacéo,

X, 11D, X; ~ N(u,0%), i=1,2,..,N.

A normalidade, pelas vantagens tedricas e praticas que oferece, é nio raras vezes
pressuposta a partir de evidéncia directa insuficiente a luz dos critérios cientifi-
cos usuais. De facto, mesmo depois de responder afirmativamente a questido a)
atras proposta, néo é ficil estabelecer que determinada distribuicdo tem a forma
apropriada para a variavel aleatéria objecto de observacdo. Em face da incerteza
quanto ao modelo adequado, a hip6tese da normalidade é em geral avancada com
a seguinte justificacdo: 1) haver conhecimento de que a variavel em questdo nio
tem provavelmente distribui¢do muito diferente da Normal (teorema do limite cen-
tral, etc.); 2) haver numerosos estudos sobre os efeitos da ndo normalidade nos
procedimentos e métodos aplicaveis quando a distribuicdo Normal é valida (proce-
dimentos robustos, etc.).

Hipoteses, mais aderentes ou menos aderentes a realidade, sdo sempre indis-
pensaveis a construc¢do de modelos, classicos ou nao. O que é preciso ter bem
presente na resposta a questdo b), mais ainda quando houver tendéncia para enca-
rar com ligeireza a fase de critica, é que as inferéncias sdo sempre condicionadas
pela validade do modelo (1.1) [ou (1.2) ou (1.3)].

Alias, desde que os modelos se considerem indispensaveis, ndo pode escapar-
-se ao bem conhecido dilema: a anéilise estatistica passa pela descricdo sumaria da
informacdo contida num conjunto de dados por meio de um modelo probabilis-
tico; porém, essa descrigdo, imprescindivel para que a analise se desenvolva, pode,
quando o modelo néo é adequado, distorcer a informagéo ou mesmo excluir infor-
macao relevante.
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As desagradaveis consequéncias do emprego de um modelo inadequado levam
a dar grande atencdo aos critérios de escolha. Cox e Hinkley (1974), apesar de
reconhecerem a dificuldade em apontar regras precisas, destacam, entre outras, as
seguintes (a regra [1] repisa um ponto ji focado):

[1] O modelo deve, sempre que possivel, estabelecer uma ligacdo com os conhe-
cimentos tedricos sobre o sistema em questao e com o trabalho experimental
anteriormente realizado.

[2] A forma do modelo deve ser tal que os respectivos pardmetros tenham uma
interpretacio clara.

[3] O modelo deve ser tdo simples quanto possivel; o conhecido principio da
parcimoénia sugere que se adoptem modelos com um nimero de parametros
tao reduzido quanto possivel.

[4] O modelo deve ser acessivel a aplicagdo de procedimentos estatisticos cor-
rentes ou que ndo carecam de uma teoria estatistica muito elaborada.

Nao sdo de excluir conflitos entre os principios indicados. Em particular [3] pode
contrariar [1] e [2]; trata-se, em regra, de casos onde se pode mostrar vantajoso
uma analise com dois tipos de modelos, um vinculado a teoria dos fenémenos em
causa, outro capaz de efectuar a descricio em termos mais econémicos.

Exemplo 1.4 — As baterias produzidas por uma unidade industrial tém duracéo, X,
com distribuicdo, por hipétese, log-normal. Uma amostra genérica de dimensio,
N, X = (X, X, ..., Xy), com X; LLD., log X; ~ N(y, 0%), tem funcio de densidade,

fxlwo?) = (@) @roty e exp |- (25 ) Sogx - P |, (1)

com X = {(x;, %, ..., xy) 1 % >0}e®={0=(,0%) : —0 < < 00,0>0}.

As inferéncias que pretendam fazer-se sobre @ = (u,0?), a partir da amostra,
x = (xy, X, ..., Xy), sdo condicionadas pela validade do modelo (1.4) e néo é difi-
cil conceber situacdes em que o modelo deixa de ser adequado. Por exemplo, se
durante o periodo de observacdo um dos produtos quimicos que entra no fabrico
sofrer variacdes que afectam linearmente a média do logaritmo da duragéo das bate-
rias, entdo, sendo z; o valor da intensidade do mesmo produto na i-ésima bateria,

FOx 17 1, 1, 0%) = () 202 /2 exp | —-2 9 og = py = | (19)
o

é um modelo mais adequado para analisar o problema da duragéo das baterias,
sendo também de notar que o vector parAmetro passa a ser, 0* = (1, j1, %) [Box
e Tiao (1973)]. O
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No caso classico as inferéncias consistem, grosso modo, na estimacéo pontual,
na estimacio por intervalos ou regides, nos ensaios de significdncia e nos ensaios
de hipoteses. Apesar de se supor conhecido o tratamento elementar desses proble-
mas convém recapitular rapidamente como intervém o principio de amostragem
repetida'.

Considere-se, para exemplificacdo, a estimacdo pontual. Seja é(X ) um estima-
dor de 6; é(X) pode considerar-se em termos gerais um bom estimador quando,
com algum ¢ pequeno e positivo, e com base na respectiva distribui¢do por amos-
tragem, se consegue provar que, por exemplo,

Py(|0(X) - 0] < &) = 0,99, (1.6)

paratodoo 6 € ©.
Quando a partir da amostra recolhida, x, se calcula a estimativa, 8(x), pode
apenas afirmar-se que:

M) 10x) - 0] <&,
ou
(I) um acontecimento improvavel — de probabilidade 0,01 — ocorreu.

Obviamente, o investigador que emprega um tal procedimento ndo conhece 6; con-
sequentemente nio sabe se esta na situagao (I) ou na situacéo (II). Sendo adepto da
inferéncia classica socorre-se entdo do principio de amostragem repetida e afirma:
se o calculo de uma estimativa for repetido um grande niimero de vezes a propor-
cdo de estimativas que verificam (I) ndo andara longe de 99%. Por outras palavras,
o estimador 6(X) é bom porque em 99% dos casos conduz a estimativas que dife-
rem pouco do verdadeiro valor do parametro. O seu emprego encontra-se, por-
tanto, justificado.

No principio de amostragem repetida encontra-se nitidamente uma referén-
cia para o que se passa em todo o espaco da amostra; é o que sucede, nomeada-
mente, quando se concebe'® o conjunto de estimativas, é(x), que podem ser gera-
das quando x percorre X. E é um facto que 99% dos elementos desse conjunto
satisfazem (I).

Consideragdes analogas podem fazer-se em relagéo aos intervalos de confiancga
ou aos ensaios de hipoteses estatisticas. Por exemplo, quando no ensaio de uma
hipétese simples, H,, contra uma alternativa também simples, H;, se diz que uma
dada regido critica tem erro de 1.* espécie com probabilidade 0,01 e erro de 2.% espé-
cie com probabilidade 0,05 pretende significar-se que numa longa repeticdo do

4 Para uma analise mais profunda da perspectiva frequencista veja-se Berger (1985).
5 Concepcio associada com a ideia de distribui¢do por amostragem.
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ensaio, a regifo critica conduz a rejeicdo de H, quando verdadeira em 1% dos casos
e a aceitacdo de H; quando falsa em 5% dos casos.

A probabilidade 0,99 em (1.6) [ou o par (0,01; 0,05) no exemplo do ensaio de
hipoteses] refere-se a precisao inicial do estimador considerado. A precisdo inicial
também se designa por pre-experimental pelo d6bvio motivo de se referir a uma
situagdo anterior a observacgido dos dados.

A precisdo inicial é, portanto, um importante critério de avaliacido dos procedi-
mentos classicos e nio se lhe dirigem criticas quando esta em jogo a qualificacdo
de um procedimento empregado de forma repetitiva. E o que acontece, por exem-
plo, com os ensaios de recep¢do por amostragem ou com o controlo estatistico da
qualidade quando efectuados como rotina.

Do que os autores nao classicos discordam é do emprego da precisao inicial
nas situacdes que ocorrem uma vez e ndo se repetem. E o que de facto exprime
Berger (1980): « When dealing with a one time situation, however, it is not clear what
the relevance of initial precision is». Consequentemente sugerem como critério a
precisdo final ou post-experimental que diz respeito, naturalmente, a uma situagio
posterior a observacdo dos dados. Citando ainda Berger (1980): «In evaluating
a one time 95% confidence interval for example, it is of little confort to know that
in 95% of a long series of such experiments the interval would contain 6. What is
desired is a feeling as to how likely it is that 0 is contained in the particular interval
being considered».

Os exemplos seguintes ilustram a diferenga entre precisio inicial e precisao final.

Exemplo 1.5 — A variavel, X, assume dois valores, 0 —1 e 0 + 1 (—oco < 6 < +00),
cada um dos quais com probabilidade igual a 1/2. A partir de uma amostra casual
com dimensio, N = 2, (Xi, X;), pretende construir-se um intervalo de confianga
a 75%, de amplitude minima, para 6. E facil verificar que tal intervalo (alids dege-

nerado), seja J(Xi, X;), assume a forma,
(x +x,)/2 se|x;—x|=2,
(x; +1) se|lx;—x,]=0,

](xlaxZ) = {

[alternativamente pode tomar-se o ponto x; — 1 quando | x; — x, | = 0]; com efeito,
Pl0 € J(X;, Xp)] = Pl X; = X, | = 2]P[0 = (X, + X,)/2]1 X, = X, | = 2] +
+ P[] X; — X;| = 0]P[0 = (X, +1)||X1_X2| =0]
=(1/2)+(1/2)(1/2) =3/4.
A precisio inicial é, portanto, 0,75. No entanto, se sair | x; — x, | = 2, esta-se abso-
lutamente certo que 0 = (x; +x,)/2, isto é, a precisdo final é 1; se sair | x; — x,| = 0

a incerteza reparte-se igualmente por 6 = x; — 1 ou 6 = x; + 1, isto é, a precisao
final é 0,5. [Berger (1984)]. O
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Exemplo 1.6 — Tomem-se, X; L1D., X, ~ U(0 — 1/2,0 + 1/2),i = 1,2,...,N, onde
U(a, B), « < B, designa a distribui¢do uniforme no intervalo («, ). Suponha-se
N = 25; pode mostrar-se, considerando a distribuicio da estatistica, [min(X;) +
max(X;)]/2, que,

P[6,(X) < 6 < 6,(X)] = 0,95,

quando,

0,(X) = =[min(X;) + max(X;)] — 0,056,

N|—= DN

0,(X) = =[min(X;) + max(X;)] + 0,056.
Fica pois estabelecida, por processo tipicamente classico, uma forma de proceder a
construcéo de intervalos de confianga a 95% para 6, isto é, intervalos de confianga
com uma precisdo inicial igual a 0,95.

Suponha-se que para uma amostra concreta, particularmente «infeliz», se obteve
min(x;) = 3,1 e max(x;) = 3,2. Sabe-se desde logo, sem margem para erro, que,

max(x;) < 6 + % =0>2/7,
. 1
min(x;) > 0 — 5= 0 < 3.6,

isto é, que O pertence seguramente ao intervalo (2,7, 3,6).

Por outro lado, o intervalo de confianca obtido pela forma como acima se expli-
citou, ou seja (3,094, 3,206), parece extremamente enganador quando se apresenta
associado com a precisdo inicial de 0,95; de facto, em face da amostra concreta,
¢ mais intuitivo e plausivel atender a preciséo final, calculada, por exemplo, pelo
quociente,

(3,206 — 3,094) /(3,6 — 2,7) = 0,124.

A situagio inversa ocorre quando se obtém uma amostra particularmente «feliz»,
com min(x;) = 3,0 e max(x;) = 3,96; neste caso, pode afirmar-se com certeza ser
3,46 < 0 < 3,5, enquanto se tem como intervalo de confianca a 95%, (3,424, 3,536),
resultado que sem davida obriga a meditar [Berger (1980)]. [

Os Exs. 1.5 e 1.6, através dos quais se pds em confronto a precisio inicial e
a precisdo final, permitem ainda esbocar os motivos que levam os bayesianos a
sugerir a incoeréncia dos intervalos de confianca.

Considere-se, primeiramente, o conceito de conjunto relevante («recogniza-
ble», na terminologia de Fisher). O conjunto do espaco da amostra, B, B ¢ X,
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diz-se relevante quando, para um intervalo (ou regido) de confianca, J(X), com
probabilidade de cobertura,

P[0 € J(X)] = a paratodoo 6 € O,
existe um nimero positivo, £, tal que,
Pl e J(X)|X € B)Sa—¢& paratodoof € O,

ou,
PlOe J(X)|X € Bl 2 a+ & paratodo o 0 € ©.

Exemplo 1.5 — Continuagdo. Neste caso sdo conjuntos relevantes,
By ={(x, %) : |x; — x| =2},
B, ={(x, %) : |x; — x| = 0}.
Com efeito, para o intervalo de confianca a 75%, J(X;, X,),
P[0 € J(X,, X;)] = 0,75,

mas,
P[O € J(X,, X,) | (X,, X,) € By] = 1> 0,75,

P[0 € J(X1, X;) [(X;,X;) € B;] = 0,5 < 0,75. 0

Exemplo 1.6 — Continuacdo. E facil de ver que neste caso, com valores b, e b,
convenientes, 0 < b, < b; < 1, os conjuntos de X,

By = {x : max(x;) — min(x;) < by},

B, = {x : max(x;) — min(x;) > by},

correspondem as amostras particularmente «infelizes» e «felizes» e constituem
exemplos de conjuntos relevantes. [J

Alguns autores sustentam que a existéncia de conjuntos relevantes, B, implica
que o coeficiente de confianca (probabilidade de cobertura) ndo é uma medida
apropriada da confianca que se tem na cobertura de 6 por J(X) quando se observa
X € B (probabilidade condicionada de cobertura)'®. A adjectivacdo de incoerén-
cia — bayesiana — parece entdo sair da seguinte analise. Retome-se o Ex. 1.5: se

16 O problema da inferéncia condicionada volta a ser aflorado um pouco mais adiante. Ha vasta lite-
ratura sobre o estabelecimento de condigdes em que existem ou nio existem conjuntos relevantes
[Berger e Wolpert (1984)].
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Pedro usa J(X;, X;) como intervalo de confianga a 75% esta naturalmente disposto
a apostar, ganhando 1$ se houver cobertura e perdendo 3$ se houver nédo cobertura
ou, indiferentemente, ganhando 3$ se houver nao cobertura e perdendo 1$ se hou-
ver cobertura. Na primeira situacdo diz-se que aposta na cobertura, na segunda
diz-se que aposta na nio cobertura. Agora, se Paulo entra no jogo com a possibi-
lidade de optar pela aposta na cobertura/néo cobertura depois de registar o resul-
tado, (x;, x,), da observacao, pode bater Pedro apostando na cobertura quando sai
| x; — x, | = 2 ou na nédo cobertura quando sai | x; — x, | = 0. Pedro — utilizador de
intervalos de confianca — sofre (em média) um prejuizo certo e é incoerente a luz
da doutrina bayesiana.

Deve-se a Cox (1958) um exemplo particularmente instrutivo sobre o emprego
indiscriminado da precisdo inicial:

Exemplo 1.7 — A variavel aleatéria, X ~ N(0, 0?), é observada com o objectivo de
ensaiar Hy: 6 = 0 contra H;: 6 = 10. A observacio de X pode fazer-se com um de
dois instrumentos de medida: o primeiro, I, é pouco preciso (o = 10); o segundo,
I, , é preciso (6 = 1). O observador recebe I; com probabilidade p conhecida
(0 < p < 1) e L, com probabilidade 1 — p, ficando a saber qual dos instrumentos
lhe é distribuido.

Para ensaiar H,, contra H; podem propor-se, entre outros, os dois testes seguin-
tes, ambos de dimensio a:

Teste 1:

« com I, rejeitar quando X > K;, com'” ®(K,/10) = 1 — a;
« com I, rejeitar quando X > K;, com ®(K;) =1 —a.
A dimenséo é «, porquanto,

P Pogo=10X>K)+(1=p) Py_goi(X>K)=pa+(1-pla=a.

Teste 2:

« com I}, rejeitar sempre;
«+ com I, rejeitar quando X > K,, com (supondo a > p),

a=p+1=p) Pogo=1(X > Kp). (1.7)

Em consequéncia de (1.7) tem-se também dimenséo a.

17 ®(u) designa a fungéo de distribuigio da N(0,1) embora mais adiante o simbolo ® (sem argumento)
seja empregue para designar classes de funcdes de decisdo. A distinc¢do resulta claramente de
cada contexto.
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Pode mostrar-se, para muitos valores de a e de p, que o Teste 2 é mais potente
do que o Teste 1. Em tais casos, o Teste 2 é o recomendado pela doutrina classica,
quer dizer, é o melhor dos dois em termos de preciséo inicial.

Se o observador se prop&e efectuar uma longa série de ensaios nio tem, muito
provavelmente, motivo que o leve a recusar a recomendacéo classica. Se esta
em causa uma Unica experiéncia, o observador fica naturalmente perplexo com
a sugestdo de ignorar o resultado da observagio no caso de lhe ser distribuido ;.
De facto, é natural que nio lhe interesse atender a precisio inicial mas a precisao
que pode obter quando usa o instrumento que lhe é distribuido, seja ele qual for. [

O papel fulcral da preciséo inicial nos procedimentos classicos é, esta bem de
ver, consequéncia directa do principio de amostragem repetida. Este principio
implica a transferéncia para os procedimentos estatisticos, mesmo quando haja
intencéo de os aplicar uma s6 vez, das propriedades que os mesmos revelam num
conjunto ilimitado de repeti¢des (necessariamente hipotéticas). E a atribuicio das
propriedades de um colectivo ou «conjunto de referéncia» as inferéncias especi-
ficas ou individuais que se torna de dificil aceitacdo para os opositores [Barnett
(1982)]. Acresce ainda que néo raras vezes pode haver ambiguidade no que toca
ao conjunto de referéncia, isto é, a série de repeticoes relevante, sobretudo quando
é possivel imaginar varias formas de repetir a experiéncia ou observacio e nio
é Obvio qual das formas é a mais apropriada para estabelecer inferéncias sobre
o pardmetro'®.

Perante a critica os classicos reagem notando: i) os procedimentos classicos
tém fundamento proprio, nomeadamente o conceito frequencista de probabilidade,
e nunca tiveram em mira a precisdo final. Repare-se que a nota de incoeréncia
(bayesiana), apresentada na forma como foi dirigida aos intervalos de confianca, é
refutada nas mesmas linhas: tudo o que se reclama do nivel de confianga é ser uma
probabilidade ndo condicionada de cobertura susceptivel de interpretacédo frequen-
cista de acordo com a lei dos grandes nimeros. Néo é, portanto, justo pedir que
os intervalos de confianca respondam a questdes para as quais nio foram orien-
tados, mesmo que nio se negue a surpresa que causa o aparecimento de conjun-
tos relevantes e das diferencgas que se verificam em relacdo ao nivel de confianca
quando se tomam probabilidades condicionadas de cobertura; ii) o emprego da pre-
cisdo inicial s6 muito raramente causa dificuldades, porquanto, nos problemas que

¥ Numa sucessdo de provas de Bernoulli, em que 6 é a probabilidade de um «sucesso», obtém-se
X =15 «sucessos» e Y = 35 «insucessos». Podem imaginar-se pelo menos trés formas de repetir
a experiéncia: 1) Repetir com X +Y fixo em 50 (i.e., fixando o nimero de provas); 2) Repetir com X
fixo em 15, o que implica ser Y o nimero (variavel) de «insucessos» que antecedem a obtencéo de
15 «sucessos»; 3) Repetir com Y fixo em 35, o que implica ser X o niimero (variavel) de «sucessos»
que antecedem a obtencéo de 35 «insucessos». [Kalbfleisch (1985)]. A questio é adiante retomada.
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envolvem as distribui¢des mais correntes — por exemplo, a Normal — verifica-se
haver em regra coincidéncia entre a precisio inicial e a precisdo final.

Convém prosseguir na apreciacdo da estatistica classica no quadro de alguns
principios gerais e de certo modo abstractos que tém sido propostos com o objec-
tivo de estabelecer a forma como os dados devem afectar as inferéncias ou conclu-
sdes. Trata-se de principios que dizem respeito aos aspectos dos dados e do modelo
que devem considerar-se relevantes e que diferem dos principios que dizem res-
peito a interpretagio das conclusdes, como, por exemplo, os de amostragem repe-
tida e de coeréncia bayesiana.

Comeca-se pelo principio de verosimilhan¢a' cujo enunciado carece da defi-
ni¢do da funcido de verosimilhanca.

A definicdo da funcdo de verosimilhanca é um ponto em que é importante
manter a distin¢do entre o caso discreto e o caso continuo, distin¢do que por vezes
é descurada [Kempthorne e Folks (1971) é uma notavel excep¢io].

Suponha-se que X = (X, X,, ..., Xy), X; LLD. com func¢do de probabilidade
f(x|0), representa uma amostra casual. O acontecimento, A = (X; = x;, X, = x,
..., Xy = xy), tem probabilidade, Py(A) = IIf(x; | 0); fixando A e fazendo variar 6
sobre O, tem-se a funcio de verosimilhanca,

L(0) = L(O| A) = I1f (x| 0),

que tem, portanto, dominio em ® e que para cada 6 € © indica a verosimilhanca
que lhe é atribuida quando se sabe que o acontecimento A se realizou, isto é, que
foi observado X = x.

A verosimilhancga nio é uma probabilidade: por exemplo, nio tem significado
a adicdo de verosimilhancas. Somente a razdo de verosimilhancas tem sentido:
assim, L(0)/L(0") = I1f(x;|0)/I1f(x; | 0"), mede o «peso da evidéncia» de 6 contra
0’ decorrente da realizacdo do acontecimento A. Por isso a funcdo de verosimi-
lhanca é definida a menos de um factor constante (i.e., independente de ) positivo,

L(0) = KIIf(x|0), 6€®.

Se X ndo é uma amostra casual e possui componentes, (X, X,..., Xy), com
fungdo de probabilidade conjunta, f(x;,x;,...,xy|0), tem-se como funcgdo de
verosimilhanca,

L(O) = K f(xy, %3, ..., xx |0), 0 €O.

90O termo verosimilhanca foi introduzido por Fisher com o objectivo de evitar o teorema de Bayes;
curiosamente, como vai ver-se, sdo os bayesianos e néo os classicos que respeitam o principio de
verosimilhanga.
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Suponha-se que X = (Xi, X3, ..., Xy), X; LLD. com funcio densidade de probabili-
dade f(x|0), representa uma amostra casual. Como f(x |0) é agora uma densidade
e ndo uma probabilidade, para preservar a transposicéo,

probabilidade = verosimilhanca,

é necessario determinar um limite aproximado seguindo um raciocinio alids bem
conhecido.

Considere-se o acontecimento, A* = N (x,- - %A,- <X <x+ %Ai)zo; devido a
independéncia tem-se a probabilidade,

P@(A*):HP9<xi_%Ai<)(i §Xi+%Ai)-

Seos A, i =1,2,...,N, forem pequenos é em geral valida [veja-se Kempthorne e
Folks (1971)] a aproximacio,

Py(A") = T1f (%] 6) A
~ [IA] I1f (x| 6).

Como IIA; pode ser absorvido na constante, pois néo envolve 8, pode finalmente
escrever-se a funcido de verosimilhanca,

L(O) = KIIf(x|0), €@, (1.8)

em termos aplicaveis no caso discreto e no caso continuo desde que se tenha pre-
sente a distingdo apontada e se ndo esqueca que a cada ponto x € XL corresponde
uma funcéo de verosimilhanca.

A funcéo de verosimilhanca goza de papel fundamental, quer na inferéncia clas-

1. como veiculo portador da informacio dada

sica, quer na inferéncia bayesiana
pela amostra acerca do pardmetro desconhecido. O principio de verosimilhanca
sustenta que toda a informacéo esta contida na funcéo de verosimilhanca.

Mais precisamente, no quadro do modelo F o principio de verosimilhanca fraco

estabelece o seguinte: se as observagdes x e x” sdo tais que?,
f(x|0) =K(x,x")f(x"|0) paratodoofe®, (1.9)

onde K nao depende de 6, entdo sao idénticas as inferéncias sobre 0 feitas a partir
de x ou a partir de x’.

20 Recorde-se que devido a inevitavel imprecisio dos instrumentos de medida as observacdes prati-
cas de uma variavel continua formam um conjunto discreto, isto é, ndo se observam pontos mas
sim intervalos.

21 E noutras correntes, sobretudo, como era de esperar, na escola verosimilhancista.

22 Repare-se que f(x|60) corresponde, em (1.8), a ILf(x; | 6).
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O principio de verosimilhanga forte é introduzido em relacdo a dois modelos
estatisticos ou sistemas aleatorios, o primeiro dando observacgoes x € X, de uma
variavel (ou vector) aleatdria, X, com funcéo densidade de probabilidade (ou fun-
¢do de probabilidade), fx(x|6), e o segundo dando observacdes y € Y, de uma
variavel (ou vector) aleatdria, Y, com fun¢do densidade (ou funcéo de probabili-
dade), fy(y|6), sendo o espaco do parametro, ©, comum aos dois modelos. Se,

fx(x10) = K(x,y)fy(y|0) paratodoof e ®, (1.10)

onde K nio depende de 6, sdo idénticas as inferéncias sobre 6 feitas a partir de x
ou a partir de y.

Uma forma de olhar o principio de verosimilhan¢a® — que tem ilustres defen-
sores, como G. A. Barnard, Allan Birnbaum, A. W. F. Edwards, etc. — é pensar que
o mesmo estabelece que a observacéo particular ou amostra concreta, x, representa
0 Unico elemento do espago da amostra, X, relevante nas inferéncias sobre 6; con-
sequentemente, os elementos de X, que poderiam eventualmente ter sido obtidos,
mas que nio o foram, ndo fornecem qualquer informacéo sobre . Como imedia-
tamente se depreende — releia-se a pag. 17 — os classicos contam-se entre os oposi-
tores do principio de verosimilhanca na medida em que defendem que a avaliagiao
da informacéo fornecida por x € X passa necessariamente pela analise do que se
passa com todos os pontos do espaco da amostra. Alias, este é, normalmente, o
conjunto de referéncia.

A definicdo do espaco da amostra esta associada, logicamente, com o método
de amostragem ou com o plano da experiéncia. Assim, o principio de verosimi-
lhanca dispde que o método de amostragem é irrelevante para as inferéncias; mais
ainda, como o método de amostragem tem muito a ver com as chamadas regras de
paragem, estas sdo também consideradas irrelevantes.

Impdem-se, nesta altura, a analise de alguns exemplos.

Exemplo 1.8 — Considerem-se duas experiéncias, E, e E,, consistindo na observa-
cdo de X, e X,, respectivamente, com espaco de resultados, X = {1, 2, 3} e espaco
do parametro, ® = {0,,0,}, comuns e fung¢des de probabilidade,

Ey Xy filxg16)  filxg6y) Ey: Xy fole|60)  falxg|63)
1 0,90 0,09 1 0,26 0,026
2 0,05 0,055 2 0,73 0,803
3 0,05 0,855 3 0,01 0,171

 Forte quando referenciado sem qualificativo.
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Se se observa, X; = 1, o principio de verosimilhanca estabelece que a informa-
cdo acerca de 0 deve depender da experiéncia unicamente através da relacdo entre,
(0,9,0,09) = [£,(1]6,), fi(1]6,)]. Além disso, como esses valores sdo proporcio-
nais a, (0,26,0,026) = [ f,(116,), f,(1]6,)], a observacédo de X, = 1 fornece a mesma
informacéo que a observacdo de X; = 1. Ora, as razdes de verosimilhangas con-
tinuam a ser iguais nas duas experiéncias quando se observam os valores 2 ou 3.
Consequentemente, qualquer que seja a experiéncia realizada, o valor observado
[seja 1, 2 ou 3], desde que seja o mesmo, conduz a idénticas conclusdes sobre 6.

No entanto, as experiéncias E, e E, sio muito diferentes numa perspectiva
frequencista. Por exemplo, para ensaiar Hy: 6 = 0, contra H;: 6 = 6,, o teste com
regido de aceitacdo, {1}, e regido de rejeicdo, {2, 3}, tem as seguintes caracteristicas:

E E,
Prob. Erro 1.* espécie 0,10 0,74
Prob. Erro 2.2 espécie 0,09 0,026

e é o mais potente nos dois casos. A diferenga é, porém, drastica.

Berger e Wolpert (1984), a quem se deve o exemplo, declaram: «It is clear that
experiment E; is more likely to provide useful information about 8, as reflected by the
overall better error probabilities. The LP [principio de verosimilhanga], in no sense
contradicts this. The LP applies only to the information about 0 that is available from
knowledge of the experiment and the observed x. Even though E, has a much better
chance of yielding good information, the LP states that the conclusion, once x is at
hand, should be the same, regardless of whether x came from E, or E;». U

Exemplo 1.9 — Considere-se uma sucessdo de lancamentos independentes de uma
moeda para a qual é 0 a probabilidade de sair «coroa»; suponha-se que em dado
momento se chega ao seguinte resultado ou amostra,

x ={F,C,F,F,C,C,F,C,C,C},

onde F designa «face» e C designa «coroa».
Este resultado pode ser obtido por diversos processos experimentais ou regras
de paragem, nomeadamente:

« lancar a moeda com o nimero de lancamentos — no caso presente, 10 —
fixado antecipadamente;

+ lancar a moeda até que aparecam 6 «coroas»;

+ lancar a moeda até que aparecam 3 «coroas» consecutivas;

« lancar a moeda até o langador estar saturado, tendo a saturacio sucedido
com o 10.° lancamento.
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Em qualquer dos casos a fun¢io de verosimilhanca é proporcional a,
0°(1 - 0)%;

segundo o principio de verosimilhanca, toda a informacdo que x pode dar sobre 6
encontra-se nesta expressio. Saber qual dos quatro processos experimentais foi
adoptado ou saber qual foi a regra de paragem perfilhada nada vem acrescentar.
Note-se que a possibilidade de o experimentador parar, por seu arbitrio, ao consi-
derar o resultado x satisfatério, em nada altera o que acaba de dizer-se. [

Exemplo 1.9 — Continuagdo. Em relacdo a moeda do exemplo anterior pretende
ensaiar-se a hipotese Hy: 0 = 1/2 contra a alternativa H;: 0 > 1/2. Séo contempla-
dos dois processos experimentais:

E,: lancar a moeda 12 vezes;

E,: lancar a moeda até que aparecam 3 «faces».
Admita-se que o resultado observado foi y = 9, valor particular da variavel aleato-
ria Y que designa o nimero de «coroas» (o numero de «faces» foi portanto igual
a3).

Para um classico o nivel de significancia do valor y = 9 difere nos dois casos.

No caso de E;, Y ~ B(12;0) [distribuicio binomial], donde,

a=PY 2910=1/2)=(§)1/2)"+ () (1/2)" + () (1/2)"* + (1) (1/2)"
= 0,075.

No caso de E,, Y ~ BN(3; 1 — ) [distribui¢do binomial negativa], donde,

@ = P(Y 2910=1/2) = ($)(1/2% + (§) (1/2)° + (D 1/ + -
= 0,0325.

Logo, se for adoptado um nivel de significancia de 5%, H, é rejeitada no caso de E,
mas nio o é no caso de E;.

Para os adeptos do principio de verosimilhanca esta analise nio é correcta,
pois sustentam que as conclusdes a tirar nos dois casos sdo idénticas visto que em
qualquer deles a funcio de verosimilhanca é proporcional a 6°(1 — 6)*. De facto,
as funcoes de verosimilhanca sdo respectivamente,

E) Li6ly)= ()61 - 60N, ou seja, com N = 12,y = 9,
Li(0]19) = (12)6°(1 — 6)* = 220 6°(1 — 6)%;
E) Ly0ly) = (“971)6¥(1 — 6)%, ou seja, comK =3,y =9,
L,(019) = (})6°(1 - 0)* =55 6°(1 — 6)°
[Lindley (1976)]. O
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O exemplo seguinte deve-se a Pratt (1962) e apresenta-se na lingua original
para néo perder o aspecto pitoresco.

Exemplo 1.10 — «An engineer draws a random sample of electron tubes and measures
the plate voltages under certain conditions with a very accurate voltmeter, accurate
enough so that measurement error is negligible compared with the variability of the
tubes. A statistician examines the measurement which look normally distributed and
vary from 75 to 99 volts with a mean of 87 and a standard deviation of 4. He makes
the ordinary normal analysis, giving a confidence interval for the true mean. Later he
visits the engineer’s laboratory, and notices that the voltmeter used reads only as far
as 100, so the population appears to be <censored>. This necessitates a new analysis, if
the statistician is orthodox. However the engineer says he has another meter, equally
accurate and reading to 1000 volts. This is a relief to the orthodox statistician, because
it means the population was effectively uncensored after all. But the next day the
engineer telephones and says, <I just discovered my high-range voltmeter was not
working the day 1 did the experiment you analysed for me>. The statistician ascertains
that the engineer would not have held the experiment until the meter was fixed, and
informs him that a new analysis will be required. The engineer is astounded. He says,
<But the experiment turned out just the same as if the high-range meter had been
working. I obtained the precise voltages of my sample anyway, so I learned exactly
what I would have learned if the high-range meter had been available. Next you’ll
be asking about my oscilloscope>».

Repare-se que no exemplo o que esta em jogo é o espaco da amostra. Se o
voltimetro néo tiver limitagdes, tem-se, sendo N o niimero de observacdes,

X ={(x,%,...xy) : —0< x, < +o0, i=12,..,N}
se ndo medir voltagens superiores a 100, tem-se,
X" ={(x, %, .0, xy) : —0 < x,£100, i=1,2,..,N}

Sendo o modelo probabilistico a distribuicdo Normal (esquecga-se que as medidas
obtidas no voltimetro sdo sempre positivas), no primeiro caso nao ha problema;
no segundo caso, verifica-se a truncagem da distribuicdo no ponto 100. Do ponto
de vista classico a distin¢do é importante; em particular a estimagio pontual ou
por intervalos é diferente consoante a distribui¢do seja ou nio truncada. Para
quem aceite o principio de verosimilhanca somente conta a amostra de facto obtida,
isto é, valores que poderiam ter sido obtidos (x > 100) mas que ndo o foram sio
irrelevantes para a inferéncia. [J

Da exposicdo feita ressalta claramente o desrespeito do principio de verosi-
milhanga por parte dos métodos classicos, residindo na obtencédo de estimadores
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pelo método da maxima verosimilhanca talvez a inica excepgao. Pelo contrario, a
propriedade de centragem ou néo enviesamento,

E{0(X)} = J 0(x)f(x|0)dx =6, €O,
X
ou o emprego do erro quadratico médio,

E{[0(x) - 012} = LC 60— 0] f(x1)dx, e,

sdo casos paradigmaticos de violagdo daquele principio na medida em que envol-
vem a integracéo (no caso discreto, soma) sobre todo o espaco da amostra. Alias a
colisdo também se verifica quando se procede a testes de significAncia ou a ensaios
de hipoteses; nos primeiros, é corrente o emprego das abas da distribuicdo da varia-
vel ou estatistica observada; nos segundos, costuma trabalhar-se com regides criti-
cas ouregides de rejeicéo; ora, tanto as abas como as regides criticas contém pontos
que néo foram observados. A propoésito, a seguinte frase de Jeffreys tornou-se len-
daria: «...a hypothesis which may be true may be rejected because it has not predicted
observable results which have not ocurred».

A sugestdo de que os processos de amostragem e as regras de paragem sio
irrelevantes nas inferéncias nio pode, como diz Gomes (1981): «deixar de chocar
qualquer pessoa cuja intuigdo estatistica tenha sido desenvolvida no contexto da teoria
de Neyman-Pearson». Assim, sem no entanto conseguirem desacreditar seriamente
o principio de verosimilhanga, tem aparecido regularmente contra-exemplos e os
chamados paradoxos da regra de paragem.

Um dos paradoxos da regra de paragem foi rebatido por Barnard [na discusséo
de Savage (1962)]. Suponha-se que alguém quer provar a todo o custo a existéncia
de percepcio extra-sensorial e declara que vai prosseguir até obter uma propor-
cdo de sucessos significativa. Observa entdo Barnard: «Knowing that this is what
he is setting out to do would lead you to adopt a different test criterion. What you
would look at would not be the ratio of sucesses obtained, but how long it took him
to obtain it. ... And the reversing of the choice of test criteria would I think overcome
the difficulty».

Outra situacdo curiosa é a seguinte [veja-se Barnard e Godambe (1982)]:
Considere-se uma sucessio de provas de Bernoulli em que 8 representa a probabi-
lidade de sucesso. Quando o verdadeiro valor de 6 é 6, a lei do logaritmo iterado
estabelece que realizando um ntimero suficientemente grande de provas pode ter-
-se como resultado que a variavel fulcral,

(é - 90) VN /[6,(1 - 6,] [é est. max. Ver.] ,
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excede qualquer niimero positivo previamente fixado. Aceitando a irrelevancia da
regra de paragem parece que é possivel considerar o verdadeiro valor 6, como nao
plausivel [referéncias adicionais podem colher-se em Joshi (1984)].

Os problemas suscitados pelo principio de verosimilhanca levaram Birnbaum
(1962) a procurar obter a sua justificagdo logica a partir de dois principios apa-
rentemente mais naturais e intuitivos: o principio de suficiéncia e o principio de
condicionalidade.

O principio de suficiéncia é bem conhecido®. No quadro do modelo F [veja-
-se (1.1)], se T(X) é uma estatistica suficiente para 6 (em geral suficiente minima) e
se T(x) = T(x’), o principio estabelece a identidade das inferéncias feitas a partir
dos dados x ou dos dados x’. Por outras palavras, a evidéncia estatistica forne-
cida por T(x) é idéntica a fornecida pelos dados x. Recordando que uma condigéo
necessaria e suficiente para T ser suficiente para 6 é verificar-se a decomposicio,

f(x16) = GIT(x),0]M(x), [G=20,M20],

para todo o 8 € © e quase todo o x [excepto quando muito para um conjunto com
medida a Lebesgue igual a zero], chega-se imediatamente a conclusdo de que o
principio de suficiéncia implica o principio de verosimilhanga fraco.

O principio de suficiéncia tem aceitacdo quase geral [veja-se, no entanto, Berger
e Wolpert (1984)]. A existéncia de estatisticas suficientes minimas de dimensdo

24 Esta associado, como é natural, com o conceito de estatistica suficiente. A estatistica, T(X), é
suficiente para F — ou para 6 quando nio haja divida sobre o espaco ©® — quando a distribuicdo
condicional de X dado T = t ndo depende de 0 [excepto, quando muito, para um conjunto de valo-
res de T, seja A, tal que Py(T € A) = 0 para todo o 6 € ©; veja-se em Fraser (1957) um tratamento
rigoroso]. Uma famflia F admite em geral diversas estatisticas suficientes, nomeadamente a que
consiste no proprio X[= (X, X;, ..., Xy) no caso da amostragem casual], que é trivial e ndo conduz
a qualquer redugédo dos dados. Como tal redugio, sem perca de informacéo sobre 6, é o objectivo
que Fisher teve em mente ao introduzir o conceito em 1921, interessa de facto escolher estatisticas
suficientes que promovam a maior redugio possivel e que sdo designadas estatisticas suficientes
minimas. Estatistica suficiente minima é funcéo de toda e qualquer estatistica suficiente.

Por exemplo, se (Xj, X;, ..., Xy) é uma amostra casual, com X; ~ N(0, 1), é facil de comprovar que,

i N
iXi, >, X)), 1<i,<N,

i=1 i=ig+1
io iy N

YX. > X Y |, 1<i<i <N,
i=1 i=ig+1 i=ip+1
(X, X550, Xy)

sdo estatisticas suficientes para 0; no entanto, uma estatistica suficiente minima é, T = XX
Evidentemente, T é funcdo das estatisticas acima. Se T’ é fun¢do de T, T’ = ¥(T), e a corres-
pondéncia é biunivoca, T” é também estatistica suficiente minima.
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fixa, independente da dimensido da amostra, permite uma apreciavel reducio dos
dados sem perda de informacdo. Alias, a fecundidade dos métodos classicos
depende ndo poucas vezes de tal existéncia que felizmente se verifica para uma
vasta classe de modelos [por exemplo, modelos da familia exponencial].

O principio de condicionalidade diz respeito a experiéncias, E, definidas como
mistura de experiéncias, E,,, m = 1,2,..., [seleccionadas com probabilidades, p,,,
2pn = 1, independentes de 6 e das quais s6 uma é realizada] e estabelece que
observar x por intermédio de E é equivalente a escolher m com probabilidade p,
e entdo observar x por intermédio de E,,.

Afirma o principio de condicionalidade que as experiéncias componentes que
ndo se realizaram sdo irrelevantes; por outras palavras, as conclusdes a tirar da
realizacdo de E devem ser as conclusdes a tirar da realizacdo de E,, seleccionada
pelo processo casual.

Exemplo 1.7 — Continuagdo. Trata-se de um caso tipico de uma experiéncia, E,
que é uma mistura de duas experiéncias, E,(= I,), escolhida com probalidade p e
em que se observa X ~ N(0,100) [instrumento impreciso] e E,(= L), escolhida
com probabilidade 1 — p e em que se observa X ~ N(6, 1) [instrumento preciso].

O principio de condicionalidade estabelece em termos gerais que o procedi-
mento correcto consiste em registar primeiro qual é o instrumento seleccionado,
fazendo depois a observacgdo com esse instrumento e desprezando completamente
o que se poderia ter passado caso o outro instrumento tivesse sido seleccionado.
Por exemplo, se o sorteio designou o segundo instrumento e a observacdo de
X ~ N(6,1) deu X = x, s6 o valor de x é relevante nas inferéncias sobre 6; nio
interessa a observacdo que poderia ter sido feita se o primeiro instrumento tivesse
sido designado.

Repare-se que o modo de actuar recomendado pelo principio de condicionali-
dade vai contra a preciséo inicial dos classicos calculada antes de se proceder ao
«sorteio» do instrumento. [J

Considerando os dois principios acabados de introduzir pode agora referir-se
o resultado conhecido por Teorema de Birnbaum®: o principio de suficiéncia mais
o principio de condicionalidade sdo equivalentes ao principio de verosimilhanga;
quer dizer, os dois primeiros implicam o segundo e reciprocamente.

Esta proposicéo foi considerada de grande importancia. Como o principio de
suficiéncia é largamente aceite e como se sabe que os frequencistas utilizam alguma
forma de condicionalidade, parecia aberto o caminho para persuadir os classicos
a aderir em massa ao principio de verosimilhanca. No entanto, comecaram a

% Birnbaum reformulou de maneira clara e concisa os resultados de 1962. O estudo de Birnbaum
(1972) é particularmente gratificante mas néo cabe no ambito do presente trabalho.
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aparecer objeccdes, quer por os raciocinios de Birnbaum se restringirem ao caso
discreto (Joshi), quer por aspectos mais gerais (Durbin e Kalbfleish) — veja-se
Joshi (1984) — que se nao fizeram os adeptos do principio de verosimilhanca per-
der a fé, nem o teorema perder importancia, explicam a néo aceitacdo por parte de
muitos estatisticos.

Independentemente de questdes mais profundas que aqui ndo podem abordar-
-se, uma coisa € certa: os principios de suficiéncia e de condicionalidade sdo incom-
pativeis com a teoria classica quando tomados conjuntamente. Sendo algo pacifica
a aceitacdo do principio de suficiéncia qual é entdo a forma de condicionalidade
que os frequencistas acolhem e empregam [com consequéncias por vezes ambi-
guas, Efron (1978)]?

A ideia de condicionalidade perfilhada pelos classicos?

® conduz ao dominio da
chamada inferéncia condicionada e tem intima relacdo com o problema seguinte:
é bem sabido que os procedimentos estatisticos séo avaliados com base no compor-
tamento que tém quando se procede a repeti¢do indefinida do processo de amos-
tragem ou experimentacio; mas, sendo o estudo frequencista conduzido sobre um
conjunto hipotético de repeticdes — conjunto de referéncia — sucede por vezes que
é possivel imaginar diferentes formas de repetir a amostragem ou experimentacio,
isto é, ha varios conjuntos de referéncia susceptiveis de consideragio [releia-se a
pag. 21]. A opcdo por um conjunto de referéncia que néo coincida com o espago
da amostra corresponde a uma inferéncia condicionada.

Exemplo 1.11 — Suponha-se X; LLD., X; ~ N(y,6?%),i = 1,2, ..., N; antes de iniciar
a observagéo lanca-se uma moeda «regular» para decidir se N = 10 ou se N = 100:
P(N = 10) = P(N = 100) = 1/2. O objectivo é estimar y a partir da observagao
de X;, X;, ..., Xy, supondo ¢ conhecido.

O estimador usual é X = $X,/N; como é bem sabido, a distribuicio de X
condicionada pelo valor determinado para N é, X | N ~ N(y, o*/N).

O erro quadratico médio condicionado de X como estimador de y calcula-se
sem dificuldade,

- 2 0?/10 se N = 10,
E)(X - = 1.11
{( ,u) |N} { 0?/100 se N = 100. (111)

O erro quadratico médio é entéo,

E{(Y - ,u)z} = %(02/10) + %(02/100). (1.12)

% Pode dizer-se que a condicionalidade perfilhada pelos classicos é parcial enquanto (veja-se seccio
seguinte) a condicionalidade perfilhada pelos bayesianos é completa (para os bayesianos o con-
junto de referéncia é {x}, i.e, contém apenas um elemento, a particular observacio, x, efectuada).
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Tanto o erro quadratico médio como o erro quadratico médio condicionado sido
conceitos frequencistas. O primeiro baseia-se na repeticdo da experiéncia que con-
siste em lancar repetidamente a moeda ao ar para escolher o valor de N, obser-
vando as N variaveis, X;, X, ..., Xy, calculando depois X para estimar y; o segundo
baseia-se na repeticao da experiéncia que consiste, com N fixo (N = 10 ou N = 100
consoante o resultado obtido com o lancamento da moeda que néo volta a repetir-
-se), em observar as N variaveis, X;, X, ..., Xy, calculando depois X.

Que expressio usar, (1.11) ou (1.12), para medir a precisio de X?

Na fase de planeamento da experiéncia, quando se deseja, por exemplo, optar
entre a experiéncia mista ja referida e uma outra experiéncia mista que consiste em
escolher, também através do lancamento de uma moeda «regular», entre N = 15
e N = 90, procedendo em seguida, como anteriormente, a estimacdo de y por
meio de X, parece defenséavel usar (1.12), comparando-a com a expressio analoga
correspondente a segunda experiéncia.

Se o objectivo é fazer inferéncias sobre y no quadro da primeira experiéncia,
o erro quadratico médio, (1.12), apesar de nada ter de incorrecto, afigura-se irrele-
vante face aos valores de N e de X de facto observados: se N = 10,a expressio (1.12)
é muito optimista; se N = 100, é muito pessimista. A inferéncia condicionada —
emprego de (1.11) depois de conhecido N — é o procedimento classico recomenda-
vel e ndo significa, repare-se, a aceitac¢do do principio de condicionalidade. [

A inferéncia condicionada é em geral apresentada em associagdo com o con-
ceito de estatistica ancilaria ou subsidiaria introduzido por Fisher em 1936. Uma
primeira defini¢do diz que C(X) é estatistica ancilaria quando tem distribuicao
(marginal) independente do pardmetro em questio, seja 6. Esta definicdo é dema-
siado ampla; a seguinte é mais corrente: suponha-se que (T,C) = [T(X),C(X)] é
uma estatistica suficiente minima para 0, com dim {(T, C)} > dim {6}; se a distribui-
¢do marginal de C ndo depende de 8 entdo C é uma estatistica ancilaria.

Uma estatistica ancilaria, C, ndo fornece directamente qualquer informagio
sobre 0 pois, como se disse, a sua distribuicdo marginal é independente de 6. A infor-
magcao primaria sobre 6 é dada por T, fornecendo C apenas informacéo suplemen-
tar ou subsidiaria®.

27 E interessante reflectir no seguinte [veja-se Lehmann (1983)]: uma estatistica suficiente vai tanto
mais longe na redugio dos dados quanto menor for a «quantidade» de informacdo ancilaria
que contém. Assim, se, conforme se indicou, (T,C), é uma estatistica suficiente minima para 6
e se dim{(T,C)} é maior do que dim {0}, parece que se fica aquém da desejavel redugéio dos
dados. Um caso extremo passa-se, por exemplo, com a distribui¢io de Cauchy. Enquanto a
estatistica suficiente minima tem a dimensdo da amostra, pois é formada pelas N estatisticas
de ordem, [X(l), X2ysoovs X(N)], o parametro tem dimensdo um; em contrapartida a estatistica sufi-
ciente minima contém abundante informacéo subsidiaria, por exemplo, as diferencas, Xy — Xops
i=1,2,...,N — 1, sdo estatisticas ancilarias.
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Designe, f(t,c|0), a funcio de densidade conjunta de (T, C) e, g(c), a funcéo de
densidade marginal de C; a relagéo,

f(t,cl0) = f(t|c,)glc), 0¢€O,

mostra que a informacéo sobre 0 esta contida no factor, f(¢|c,8). Assim, T é uma
estatistica condicionalmente suficiente para 0 e as inferéncias, para os classicos,
devem fazer-se a partir de T depois de condicionar pelo valor observado para C,
seja c. Por outras palavras, as conclusdes, nomeadamente as que sdo baseadas no
comportamento frequencista de T, sdo retiradas restringindo o espaco da amos-
tra, X, ao conjunto de pontos x tais que C(x) = c. Isto equivale a tomar como
conjunto de referéncia {x : C(x) = ¢} C X, e ndo A como acontece no problema
néo condicionado.

Exemplo 1.7 — Continuagdo. A experiéncia pode reformular-se nos seguintes ter-
mos: seja C uma variavel aleatéria que assume o valor C = 0 com probabilidade
conhecida p e o valor C = 1 com probabilidade 1 — p. Quando C = 0 observa-se
X ~ N(0,6%) = N(0,100); quando C = 1 observa-se X ~ N(0,0%) = N(0,1).
A fungio de verosimilhanga para os dados (x, ¢) escreve-se,

f(x,c10) = p=(1 - p) [1/027 | exp{-(x — 0)?/202},

devendo notar-se que a estatistica suficiente minima para 6 é (X, C) e ndo somente
X. Tem-se, dim{(X,C)} = 2 > dim{6} = 1; obviamente, C é uma estatistica
ancilaria. E aceitavel para um classico que as inferéncias sobre 0 se facam a partir
de X condicionalmente no valor obtido para C; assim, qualquer procedimento é
avaliado em funcdo de repetidas observagdes de X com C fixado no valor obtido,
C=00uC=10

Exemplo 1.11 — Continuacdo. A estatistica suficiente minima para y é (X, N) e ndo
apenas X. A dimensio da amostra, N, é uma estatistica ancilaria. As inferéncias
sobre ;1 devem fazer-se a partir de X condicionalmente no valor obtido para N.
O emprego de (1.11) tem suporte nesta ideia. [

As estatisticas suficientes completas (que sdo sempre suficientes minimas embora a reciproca nao
seja verdadeira — T é estatistica suficiente completa se é suficiente e se Ey {¢p(T)} = 0 para todo
0 0 € © implica Py[¢p(T) = 0] = 1 para todo o 0 € ©) sdo de facto as que permitem a reducéo de
dados mais efectiva. Conforme o Teorema de Basu estabelece, se T é uma estatistica suficiente
completa, entdo, toda e qualquer estatistica ancilaria é independente de T, i.e., uma estatistica
suficiente completa ndo contém informacéo ancilaria (em geral, dim{T} = dim{6}). O conceito
de estatistica suficiente completa volta a encontrar-se no capitulo 6 e pode estudar-se em Fraser
(1957), Murteira (1980) ou Lehmann (1983).
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Uma estatistica ancilaria pode muitas vezes interpretar-se como medida da
precisdo obtida nas inferéncias sobre 0 feitas a partir da estatistica condicional-
mente suficiente, T. De facto, como os resultados da observacio podem diferir
grandemente no que diz respeito a quantidade de informagéo que fornecem sobre
o pardmetro [recordem-se as amostras «felizes» e «infelizes» apontadas no Ex. 1.6],
importa, nos problemas de inferéncia, ter em conta o peso informativo da amostra
concreta recolhida. E isso que em regra se consegue através do valor obtido para
a estatistica ancilaria.

Os Exs. 1.7 e 1.11 esclarecem bem a ideia que acaba de expor-se. No Ex. 1.7,
quando a estatistica ancilaria, C, assume o valor 0, observa-se a variavel X ~
N(6,100); quando assume o valor 1, observa-se X ~ N(6,1); no segundo caso a
estimacdo de 6 pode fazer-se com muito maior precisdo. No Ex. 1.11 basta reparar
na expressdo (1.11); como é 6bvio, neste caso, uma amostra de 100 permite maior
precisao do que uma amostra de 10. O exemplo seguinte, retirado de Efron (1978),
ilustra a mesma ideia.

Exemplo 1.12 — Tém-se duas amostras independentes, com a mesma dimens&o, N:
X, LLD., X; ~ N(u,0?), Y, 11D., Y; ~ N(v,0?),i = 1,2,..., N, e pretende estimar-se

(). o
O estimador natural é, (X,Y); escreva-se,

X ~N(u,1), Y ~N@,1),

depois de tomar o?/N = 1 para facilitar a escrita sem perda de generalidade.
Quando se introduz a condicdo adicional de que o ponto (y,v) esta sobre a
circunferéncia de raio igual a 3 e centro na origem,

(i, v) = 3(cosO,senb),—mr < 0 < x, (1.13)

o problema passa a ser a estimacéo de 6.
Exprima-se (X,Y) em coordenadas polares,

0= arctg (Y/Y), R= (Yg + ?2); (1.14)

o estimador ébvio de 6 é 6 (veja-se Fig. 1.1). Verifica-se que 6 é ndo enviesado,
E{6} = 0, e tem erro quadratico médio (calculado por integracdo numérica),

E{(é—@)z} =0,12. (1.15)

O facto pouco 6bvio para o qual Fisher chamou a atencéo é o seguinte: R é uma
estatistica ancilaria pois tem distribuicdo independente de 6 [repare-se na simetria
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at
N

Fig. 1.1

circular da distribuicdo de (X, Y) em torno de (u,v)]; assim, a observacédo de R ndo
da qualquer informacéao directa sobre  mas o seu valor determina a precisao de 0
como se indica no quadro abaixo [veja-se Efron (1978)]:

R 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

N 2
E{(@—@) IR} 026 018 0,4 0,12 0,10 009 0,08 0,07

Aceitando que a analise da precisdo de 0 é conduzida condicionalmente no valor
observado para R, a precisdo dada por (1.15) é irrelevante. [

Nio se pense que a inferéncia condicionada se apresenta sempre de forma clara.
Na verdade.

1.°) néo ha qualquer método geral para a construcéo de estatisticas ancilarias;

2.°) em dado problema pode haver mais do que uma estatistica ancilaria e as
inferéncias condicionadas dependem da que for usada como condicionante
[Lindley (1971a)]. Basu sugere — veja-se Kiefer (1982) — que a dificuldade
com a nao unicidade pode residir na diferenca entre uma experiéncia real ou
«realizavel» (como a observacio fixando C ou N nos Exs. 1.7 e 1.11) e uma
experiéncia conceitual ou «néo realizavel» (como a observagéo fixando R no
Ex. 1.12) e propde que se condicione no primeiro caso e ndo no segundo.

Outro aspecto interessante é referido por Kendall e Stuart (1967). Com 6 = (p,v),
1 e v parametros escalares ou vectoriais, sendo p o pardmetro de interesse e v o
parametro perturbador («nuisance» parameter), se (T,C) é estatistica suficiente
minima para (y,v), suponha-se que C é ancilaria para y, ie., tem distribuicdo
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independente de p. A factorizacdo de f(x|p,v) pode assumir duas formas:

f&lwv) = gitle, pv)g(clv)M(x), [A]

ou,
f&lpv) = gitle pgyc|vIMx). (B]

A forma [B] corresponde a situacdo em que C é suficiente para v quando y é dado;
neste caso, é pratica classica corrente usar nas inferéncias sobre y a estatistica T |C
(condicionalmente) suficiente para p. A forma [A] corresponde a situacdo em que
nao parece viavel condicionar na estatistica ancilaria, C.

Exemplo 1.13 — Com X = (X, X,,...,Xy), X; LLD., X; ~ N(u,0?), pretende
estimar-se p com o desconhecido. A situacdo é a seguinte: (i) com X = 3X;/N,
§% = 3(X, — X)?/N, a estatistica (X, $?) é suficiente minima para (y, 0%); (ii) S? é
estatistica ancilaria para y porquanto, NS?/o® ~ y*(N — 1) é independente de .
No entanto, S* ndo ¢é suficiente para o parAmetro perturbador o2, pois verifica-se
sem dificuldade, trabalhando com a Normal,

f&x|p0%) = gi(x|s% 1,02 go(s* | a)M(x),

expressdo que corresponde a forma [A]. As inferéncias sobre p ndo se processam
condicionando pelo valor obtido para S?, mas, sim, empregando a distribuicio
t-Student de VN — 1(X — )/S [Kendall e Stuart (1967)]%. OJ

Em resumo: se é verdade que os principios de verosimilhanca e de condiciona-
lidade tém causado dificuldades aos seguidores de Neyman-Pearson, ndo é menos
verdade que o principio de verosimilhanca tem limitacdes [Berger (1980)]:

Primeiro, refere-se exclusivamente as conclusdes a tirar de uma experiéncia
ou observacio e nio se aplica ao delineamento e planeamento de experiéncias em
que o espaco da amostra tem necessariamente de ser considerado.

Segundo, aplica-se apenas as conclusdes a tirar quando o modelo é valido
ignorando portanto a fase de critica. No caso do Ex. 1.6, em face da observacio,
min(x;) = 3,1, max(x) = 3,2, numa amostra de 25 elementos, nio é descabido
pensar na inadequacdo do modelo uniforme, U (9 — %, 0+ %)

Terceiro, é muito critico de métodos de inferéncia, como o classico, mas néo
ensina a utilizar a funcéo de verosimilhanca para efectuar inferéncias.

A matéria apresentada nas paginas anteriores permite ja alguma reflexdo sobre
os métodos classicos. Antes de fechar a sec¢io nio se resiste a citar a defesa do

%8 Como notam estes autores, o facto de no caso presente X e S? serem independentes é uma simpli-
ficacdo irrelevante para o argumento geral.
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pensamento frequencista feita por Tiago de Oliveira (1981): «E aqui esta a diferenca
fundamental, o cerne da controvérsia: bayesianos, fiducialistas, verosimilhancistas,
introduzem novos principios (filosoficos) de inferéncia através das probabilidades a
priori, da distribui¢do fiducial, da condicionalidade. A inferéncia classica, agarrada
a interpretagdo empirista das probabilidades, apenas tem de procurar critérios mais
ajustados pois ndo perde o sentido do real. Nas outras inferéncias a escolha é a gosto
num largo leque de principios mas o real escapa-se».

Abordam-se seguidamente alguns topicos sobre a inferéncia bayesiana, o que
ndo quer dizer que a inferéncia classica nio seja retomada aqui e ali, sobretudo
para estabelecer o contraste.

1.4 Inferéncia Bayesiana

A semente para a abordagem bayesiana a problemas de inferéncia foi lancada por
Richard Price quando em 1763 publicou a obra do Rev. Thomas Bayes intitulada
«An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances» [veja-se a expo-
sicao de Turkman (1981)].

O Teorema de Bayes é uma proposi¢do sobre probabilidades condicionadas
indiscutivel desde que se aceite, por exemplo, a axiomatica de Kolmogorov. O que
tem dado lugar a grande controvérsia é a sua aplicacdo a problemas de inferéncia
estatistica. Ocupa, de facto, lugar fulcral na inferéncia bayesiana.

Os métodos bayesianos passam por uma extensdo do modelo classico, extensao
que tem raiz na seguinte divergéncia fundamental: o pardmetro 6, 6 € ©, que no
modelo classico é um escalar ou vector desconhecido, mas fixo, passa a ser tomado
como escalar ou vector aleatério (ndo observavel); para os bayesianos, o que é
desconhecido é incerto e toda a incerteza tem de ser quantificada em termos de
probabilidade. Correlativamente admitem que a informacéo inicial ou a priori —
anterior ou externa em relagio a experiéncia mas demasiado importante para ser
ignorada ou tratada ad hoc — pode traduzir-se formalmente® por uma distribuicéo
de probabilidade (geralmente subjectiva) para 6, designada distribuicdo a priori.
Assim, se 0 é um parametro discreto, designando h(6) a funcdo de probabilidade
a priori, tem-se que h(f) exprime o grau de credibilidade®* que o individuo que
procede a analise atribui ao particular 8 considerado; se 8 é um parametro continuo,
designando h(0) a func¢do densidade de probabilidade a priori, tem-se que h(0)d6
exprime o grau de credibilidade que atribui ao intervalo (6,0 + df). Note-se que a

¥ Em contraste pode talvez dizer-se que os classicos atendem & informagéo a priori, quando muito.
informalmente.

%0 A interpretagdo subjectiva da distribuigdo a priori ndo é a tnica perfilhada no campo bayesiano
(veja-se a secgdo 1.6).
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determinacio e a interpretagdo da distribuicdo a priori se contam entre os pontos
mais melindrosos da teoria bayesiana [veja-se adiante a seccdo 1.6]*'.

A familia F também faz parte do modelo bayesiano; quer dizer, a componente
amostral ou experimental é comum aos modelos classico e bayesiano, embora,
eventualmente, com diferentes interpretacoes. Considerando um qualquer ele-
mento de F, seja f(x|0), e a distribui¢io a priori, h(#), o Teorema de Bayes para
densidades conduz a relacgio,

h(O|x) = f(x|0)h©)/ L) f(x|Oh©)do, O€O, (1.16)

onde h(0|x) é a distribuicdo a posteriori de 6 [quando © é discreto o integral do
2.° membro é substituido por um somatdrio]. Tendo em conta a observagéo, x, a
atitude inicial em relagéo a 0, caracterizada por h(#), é modificada, passando a nova
atitude a traduzir-se por h(f|x). No quadro bayesiano a distribuigéo a posteriori
¢é elemento fundamental: serve de base a todas as inferéncias.

O denominador de (1.16) é a distribuicdo marginal de X,

£ = j@ FGc|OO)db, x e, 017)

também chamada distribuicéo preditiva (vejam-se Exs. 1.14 e 1.15).
Como f(x) nao depende de 0, a relagio (1.16) costuma escrever-se,

h(0|x) oc f(x|0)h(6), (1.18)

onde o significa proporcional. Como a analise é condicionada pelo valor, x, obser-
vado, f(x|0) é a funcio de verosimilhanca, isto é,

{dist. a posteriori o verosimilhanga x dist. a priori.}. (1.19)

A funcéo de verosimilhanca tem importante papel na férmula de Bayes pois repre-
senta o meio através do qual os dados, x, transformam o conhecimento a priori

31 A discusséo das distribuicdes a priori ilustra muito claramente aspectos importantes do confronto
entre bayesianos e classicos. Para os primeiros, como Berger (1984), « The subjective choice of the
model [refere-se ao modelo experimental, F] is often a far more drastic use of prior information
than is the use of prior distributions on parameters of the model». Para os segundos, pelo menos na
escrita de Lehmann (1983), ha uma importante diferenca na modelacdo de P, e na modelagdo de
h(0): «Tipically, we have a number of observations from P, and can use these to check the assumption
of the form of the distribution. Such a check of A [h na notagéo aqui adoptada] is not possible on the
basis of one experiment because the value of 0 under study represents only a single observation from
this distribution» [o sublinhado destina-se a destacar que o termo «observacdo» aqui empregado
nio significa que 6 seja uma variavel aleatéria observavel].
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sobre 0; quer dizer, pode interpretar-se como expressdo da informacio sobre 6
fornecida pelos dados, x.

O processo de revisdo da distribuicéo a priori para obter a distribui¢éo a pos-
teriori esta esquematizado na Fig. 1.2. Nas «caixas» (1) e (2) indica-se que a dis-
tribuicdo a priori depende da informacao inicial, em geral de tipo muito diverso:
dados anteriormente recolhidos, conjecturas, analise subjectiva, observagoes aci-
dentais, etc.; as «caixas» (3) e (4) exprimem que a informacio adicional resultante
da experiéncia entretanto realizada vai determinar a verosimilhanca dos diferen-
tes valores de 0; finalmente, nas «caixas» (5) e (6) refere-se que a combinacio da
distribuicédo a priori com a funcédo de verosimilhanca, operada pelo Teorema de
Bayes, conduz a distribuicéo a posteriori.

. Distribuicdo
Informacao .
inicial - a priont
h(6)
(1) @) W Teorema Distribui¢éo
a posteriori
~ de Bayes h(0)] x)
Informacéo Verosimilhanca (5) (6)
por amostragem f(x|0)
®) 4)
Fig. 1.2

Abra-se um paréntesis para apresentar alguns exemplos um tanto ou quanto
formais. As dificuldades que cercam a determinacio da distribui¢do a priori s6
adiante sao afloradas (Seccéo 1.6).

Exemplo 1.14 — Uma experiéncia consiste na observacdo de uma variavel aleatoéria,
X, com distribuicdo binomial,

fix10) = (Y)ora -~ (1.20)

onde, X ={0,1,2,...,.N},,0@={0: 061}

Se ndo ha razdo para distinguir entre os varios valores de 6 «parece» natural

— problema néo pacifico retomado na pag. 72 — tomar uma distribuicdo a priori
uniforme,

he) = { 1 parafe€[0,1],

0 paraf¢[0,1].

Por (1.17), a funcéo de probabilidade preditiva de X é,

(1.21)

1
0

fx) = (gj)J *Q-0)N"do=(Y)B(x+1,N—x+1),
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onde, B(a, f), é a funcdo Beta definida pelo integral,

B(a, B) = J w1 —uw)ftdu, a>0 f>0.
0
Notando que para « e f inteiros, B(a, f) = (@ — D!(f — 1)!/(a + f — 1)!, tem-se,
fx)=1/(N+1), X=0,1,2,..,N. (1.22)

Como é intuitivo, se a distribuicdo a priori é (1.21), a distribuicéo preditiva associa
uma probabilidade constante aos valores que é possivel observar para X.
Supondo que se observa X = x, a distribui¢do a posteriori sai da aplicacio
de (1.16),
h@O|x)=(N+1D(¥)o*a-N™, 0<6<1, (1.23)

que pode escrever-se,
h@|x)=[B(x+1,N—x+1)]'0*1-0)"*, 0<0<1. (1.24)
Se a amostra for, por exemplo, constituida por N «sucessos», X = N, tem-se,
h@|N)=(N+10N, 0<6<1.

Na Fig. 1.3 compara-se h(0) com h(6| N); a posicéo inicial é de indiferenga, isto
é, o reduzido conhecimento que se possui leva a considerar todos os valores de 6
em pé de igualdade. Naturalmente, depois de obter N «sucessos» em N provas, os
valores elevados de 6 passam a ter muito mais credibilidade.

N+lf--—---—-—-—-

- - - - - - -+ - - - - - - =

Fig. 1.3
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Depois de observar X ~ B(N;6) e obtido X = x, considere-se uma nova expe-
riéncia do mesmo tipo em que se observa Y ~ B(N; ), independente de X.
A expressao.

F&1®) :L F|OhO]x)d0, y=0,1,....N,

representa a funcdo de probabilidade preditiva de Y condicionada por X = x.
Fazendo a substituicdo de f(y|0) e de h(f|x) pelas respectivas expressdes e inte-
grando, obtém-se,

f@1x)=(¥)[Blx+y+12N—x—y+ D][B(x+1,N—x+ 1)},

P (1.25)

A funcdo (1.25) permite atribuir a cada valor que é possivel observar na segunda ex-
periéncia, uma probabilidade condicionada pelo resultado da primeira experiéncia.

Suponha-se que saiu X = N — na primeira experiéncia obtiveram-se N «suces-
sos» em N provas. Como caso particular de (1.25), vem,

) N+ DN+ )
fOIN)=WN+D(J)[BIN+y+1LN-y+1]= CN+D'y! 7 (1.26)

y=0,1,...,N.

Na Fig. 1.4 comparam-se, para N = 5, os valores saidos de (1.22) e de (1.26).
Naturalmente, as predi¢des dos valores da segunda experiéncia sdo muito diferen-
tes das referentes a primeira; se na primeira experiéncia se obtiveram 5 «sucessos»
em 5 provas, na segunda experiéncia predizem-se com mais elevada probabilidade,
3, 4 ou 5 «sucessos» (porqué, se as experiéncias sdo independentes?).
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Exemplo 1.15 — Ao investigar um novo medicamento pretende determinar-se,
para um grupo de N pacientes, um limite inferior provavel para o nimero de curas,
seja K < N, tal que,

P(X > K) > 0,95,

onde X é o numero de curas.
Se a probabilidade de cura, 6, fosse conhecida, podia facilmente determinar-se
K como sendo o maior inteiro para o qual se verifica,

N
> (N)era -0 2095
x=K

Como 0 é desconhecido ha que ir por outro caminho. Se o investigador tem alguma
ideia a priori sobre 8 uma possivel solucéo é dada pela distribuicéo preditiva.

Suponha-se que o investigador, dada a sua experiéncia, admite que 6 ndo anda
muito longe de 0,8 e que considera como distribuigao a priori uma Beta com média
0,8 e variancia 0,01. Dadas as relagdes que se verificam entre a média e a variancia
e os parametros da Beta (veja-se na pag. 76),

h(0) = [B(12,3)]7'0"(1-0)*>, 0<0< 1.
Como facilmente se calcula, a distribuicdo preditiva de X tem por expressao,
fG)=(Y¥)[B(A2+x,3+N-x)][B(12,3)]"', x=0,1,..,N.
Por exemplo, com N = 10, um simples calculo numérico indica ser,
P(X >5)=0972, P(X =6)=0,925.

H4, portanto, uma elevada probabilidade de pelo menos 5 ou 6 curas (Zacks,
1981). O

Exemplo 1.16 — Considere-se a observacdo da variavel aleatoria X ~ N(6, 6?) com
o2 conhecido e admita-se, a priori, que 0 ~ N(u, %), com p1 e 2 também conhecidos.
A funcéo de densidade conjunta do par (X, 6) é dada por,

h(x,0) = f(x[6)h(0)

= (2or) ' exp i—% [

- p? N (x—G)ZH'

72 o2

Introduzindo,
11
p 2 g%
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e completando o quadrado do expoente, tem-se,

h(x,0) = (2ror) ! exp {—%p [9 _1 (ﬂz n %)

p\t* o

1oy g_ (u—x)2§
P 2(t? + 0?))’

donde sai, por integracdo em relacéo a 0, a distribuicédo preditiva de X,

—~1/2 -1 —(x - /1)2
f(X) = (27Tp) / (O'T) exp{m} . (127)
Por outro lado,
_ h(x,0)
MO = T
(P 1 1ie . x|
-(32) expz‘ip [9 - (E ;)] ;
Quer dizer, h(0 | x) é ainda uma distribui¢do Normal com média,
He) = /) (1/0%)x]
_ e+ (/e)x (1.28)
1/t +@1/c?)
2
=x- m(x - 1),
e variancia, .
SO Or) (2
O

Exemplo 1.17 — Se em vez de X se observa uma amostra casual X = (X;, X5, ..., Xy),
X, 11D, X, ~ N(0,0%), o conhecido, mantendo-se a distribuicdo a priori
h(6) = N(u,7%), é simples exercicio, moldado no exemplo anterior, mostrar que
h(6|x) é ainda uma Normal com média,

p(x) = —[(1/72)p + (N /o?)x]
PN

(/) +(N/o*)x (1.30)
T (/D) + (N/od)
e variancia, 1
PN = (1/t%) + (N/o?) (1.31)
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Na expressio (1.30), x designa o vector amostra, x = (x;, X,, ..., Xy ), € X a respectiva
média, x = Xx;/N.

Como ¢ evidente, o presente exemplo generaliza o anterior; em particular, as
expressoes (1.28) e (1.29) sdo caso particular de (1.30) e (1.31), respectivamente,
donde saiem quando se toma N = 1. Os comentarios que vao fazer-se aplicam-se,
portanto, aos dois exemplos.

Em primeiro lugar, note-se que sendo a distribuicéo a priori e a distribuicido
a posteriori da familia Normal, a informacgio dada pela amostra (também prove-
niente de um universo Normal) reflecte-se exclusivamente sobre os pardmetros:
comparem-se (1.30) com y e (1.31) com 72.

Em segundo lugar, recorde-se que o inverso da variancia também se designa
por precisdo; por exemplo, um método de observagdo tem tanto mais precisao
quanto mais concentrados em torno do verdadeiro valor estejam os valores que
produz, isto é, quanto menor for a varidncia das observacdes que produz. No caso
presente podem considerar-se:

« precisio a priori w =1/7%
« precisdo da amostragem (entenda-se a precisdo da estatistica

suficiente, x) w’ = N/o?,
« precisdo a posteriori w = py-

Na nova notacéo tem-se a relacdo equivalente a (1.31),
w=w +w’, (1.32)

que estabelece que a precisdo a posteriori é a soma da precisdo a priori com a
precisao da amostragem.
De (1.30) obtém-se,
wpu+w'x
p(x) = o T (1.33)
isto é, a média da distribuicdo a posteriori é a média ponderada da média da dis-
tribuicdo a priori e da média da amostra. A ponderacdo da média a priori, 1/77,
é a precisdo da credibilidade atribuida aos diferentes valores de 6, precisdo que
é grande se houver muita informacéo inicial sobre 6 e pequena se a informacédo
inicial for vaga ou difusa. A ponderacio da média da amostra, N/o?, varia direc-
tamente com a dimensdo da amostra, N, e com a precisdo das observacdes indivi-
duais, 1/0%.
Na Fig. 1.5 mostra-se graficamente a passagem de h(d) = N(y,1?) para
h(0|x) = N[u(x), pN'], pondo em destaque a mudanca de localizacio e a redugio
na varidncia decorrentes da informacio amostral.
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h(0) h(8]x)

=1

Jz H(x)

Fig. 1.5

Finalmente faca-se, w” = N’/c?, isto é, suponha-se que a precisio a priori
é equivalente a precisdo (da média) de uma amostra de N’ observagdes. Nessa

hipétese,
() = N’p+ Nx
POZ"NTN
p“=—£—
NN +N

relacbes que permitem interpretar a distribuicéo a priori e a informagao que for-
nece em termos de paridade com a informagdo dada pela amostra. De, N’ /o? =
1/7%, sai N’ = 0 /7%; quer dizer, a informacéo a priori equivale 4 informacéo dada
por uma amostra (artificial) de dimenséo o /7. [J

Deixando, por agora, o formalismo bayesiano, retome-se o problema da infe-
réncia. Segundo os bayesianos a distribuicdo a posteriori incorpora, por via do
Teorema de Bayes, toda a informacdo disponivel sobre o parametro (informacéo
inicial mais informagao amostral). Daqui decorre que todos os procedimentos da
inferéncia bayesiana sdo baseados exclusivamente em h(f|x). Antes de passar a
explorar as consequéncias desta perspectiva, repare-se na seguinte vantagem recla-
mada pelos bayesianos: as inferéncias baseadas na teoria da amostragem sio mais
restritas do que as bayesianas por usarem exclusivamente informagio amostral.
Os procedimentos bayesianos, porque recorrem também a informacdo a priori,
quantificada pela distribuicdo a priori, produzem inferéncias mais informativas
[recorde-se (1.32)] desde que essa quantificacdo seja correcta. Por outras pala-
vras, os bayesianos sustentam que os seus métodos requerem menos informacéo
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amostral para atingir o mesmo nivel qualitativo dos métodos classicos correspon-
dentes. Ultrapassadas questdes de principio, este facto pode constituir motivacéo
para optar pelos primeiros quando os dados da amostragem forem dispendiosos
ou dificeis de obter, como sucede, por exemplo, nos problemas de fiabilidade.

Para estabelecer um primeiro contraste entre as inferéncias classicas e bayesi-
anas importa notar que as segundas sdo baseadas em probabilidades ou credibili-
dades associadas com diferentes valores do pardmetro, 6, que poderiam ter dado
lugar a amostra, x, que de facto foi recolhida (veja-se Fig. 1.6). Pelo contrario, as
primeiras sdo baseadas em probabilidades associadas com as diferentes amostras,
X, que poderiam ocorrer para algum valor fixo, mas desconhecido, do parametro,
0 (veja-se Fig. 1.7 e recorde-se o conceito de distribui¢do por amostragem).

hOlx) _ -
X ‘E:::~h_(91x_)_
v o' |x)
X ¢
Fig. 1.6
F(x10) Q
Fx'10)
~ ST T 'x/
F10) S~
(@) X

Fig. 1.7
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Em muitos problemas paramétricos a variavel ou vector experimental tem dis-
tribuigdo, f(x|6), onde O = (y,v), com v pardmetro perturbador. Quando existem
estatisticas suficientes para todos os parametros, a presenca de parametros per-
turbadores nio levanta, em regra, grandes problemas®. Se tal ndo sucede, parece
haver manifesta vantagem na abordagem bayesiana. De facto, sendo,

h(O|x) = h(v] %),

o pardmetro perturbador, v, pode eliminar-se por integracdo sobre o respectivo
dominio,

h(u|x) = Jh(,u,v | x) dv,

dando lugar a distribui¢do marginal do pardmetro relevante, y, com a qual pode
avancar-se no trabalho inferencial.
A inferéncia bayesiana aceita, tal como a classica, o principio de suficiéncia.
Se T(X) é estatistica suficiente para 0, tem-se como condi¢ao necessaria e sufi-
ciente a ja referida factorizacéo,

f(x16) = GIT(x), O] M(x);

consequentemente,

h(0|x) = KG[T(x),0]h(0), (1.34)

com,
-1

K= {L GIT(x), 0] h(0) d@} ,

independente de 8. Logo, se x e x’ sdo duas amostras conducentes ao mesmo valor
de T, conclui-se imediatamente que,

T(x) =T(x’) = h(0|x) = h(0|x") para todo 0 0 € ©; (1.35)
quer dizer, x e x” conduzem as mesmas inferéncias bayesianas.
Equivalentemente,
h(0|x) = h[0|T(x)] para todo o 0 € ©, (1.36)

porquanto, a verificar-se (1.35), h(0 | x) depende de x unicamente através de T(x).
A relacdo (1.36) pode empregar-se, alias, para exprimir a suficiéncia bayesiana da

%2 H4 mesmo assim casos — por exemplo, o problema de Behrens-Fisher — em que ¢é dificil a elimi-
nacio dos parametros pertubadores.
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estatistica T(X). Como foi dado verificar a suficiéncia fisheriana implica a suficién-
cia bayesiana; a reciproca também é verdadeira [para uma demonstragio rigorosa
veja-se Zacks (1971)].

Ao contrario do que acontece na analise classica, a eficicia da analise baye-
siana ndo depende da existéncia de estatisticas suficientes minimas de pequena
dimensdo. O motivo é simples: é quase tao facil partir de h(0|x) como partir de
h[0|T(x)]. Semelhante propriedade resulta de a anélise bayesiana se concentrar
na distribui¢do do pardmetro condicionada por uma amostra concreta.

A inferéncia bayesiana aceita, ao invés da classica, o principio de verosimi-
lhanca, sustentando alguns autores que é a Unica via para a implementacédo deste
principio®. Se os dados x e x” conduzem as mesmas conclusdes bayesianas, tem-se,

h(0]x) = h(0|x") = f(x|0) o f(x'[0),

e reciprocamente. Chega-se fatalmente a idéntico resultado recordando que na
determinacio de h(0 | x) entra exclusivamente a informagao dada pela amostra par-
ticular, x, veiculada através da funcio de verosimilhanca.

Entrando propriamente nos métodos inferenciais considere-se em primeiro
lugar a estimacdo bayesiana. Um procedimento que imediatamente ocorre consiste
em propor a estimacéo de 8 por meio da moda da distribuicéo a posteriori. Assim,
segundo o método da maxima verosimilhanga generalizada, depois de observar, x,
deve seleccionar-se o valor de 8 com probabilidade ou credibilidade maxima.

Exemplo 1.18 — Quando se observa uma amostra casual, X; L1D., X; ~ N(6, o),
i=1,2,...,N, 0% conhecido, e § tem distribuicio a priori,

h(6) = N(p,7°),

obtém-se,
h(6|x) = N(u(x), py'),

com u(x) e py' dados por (1.30) e (1.31). A moda (= média = mediana) de h(6|x)
é, portanto, p(x), que representa a estimativa da maxima verosimilhanca generali-

zada de 6. [J

Exemplo 1.19 — Considere-se,
fx16) =0, x20,

com,

h(@) = [n(1+6%)]!, —o0 << +oo,

%% O que nio merece o acordo dos verosimilhancistas puros que néo aceitam o emprego de distribui-
¢des a priori nos processos inferenciais que propdem.
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Consequentemente,

h(0|x) = ﬂ, 0<x, f(x)= r e (1 + 6%)]7'd0.
(1 +62)f(x)

Derivando, vem,

—00

%h(mx)— € 181+ 67) — 20601 + 67)2]

- nf(x)
_ e e"(e—l)z]
Cafe) | 1+ ]

Como esta derivada é sempre positiva, h(0|x) é crescente para 0 < x. O maximo
é obtido com 8 = x que é, assim, a estimativa da maxima verosimilhanca generali-
zada de 6 [Berger (1980)]. UJ

Exemplo 1.20 — Observa-se X ~ N(0,0?%), com ¢ conhecido e § uma medida de
uma quantidade positiva. A estimativa classica de 8 é x que se revela manifesta-
mente inconveniente pois pode ser menor do que zero. Uma estimativa alternativa
e mais coerente pode encontrar-se no quadro bayesiano. Tomando a distribuicéo
a priori, h(6)d0 o dO, 6 > 0 (consulte-se a sec¢do seguinte no que diz respeito a
distribuicdes a priori ndo informativas improprias), vem,

h(O|x) = e O 27 f(x)], 0 >0,

onde,

)

f) = J e 027 gp,

0

A estimativa da maxima verosimilhaca generalizada é 0 = x se x > 0 ou 6 = 0 se
x £ 0. Uma estimativa mais conveniente é a que consiste em tomar a média da
distribuicdo a posteriori,

E{0|x} = Lm 6h(6|x)do,

que depois de alguns calculos — veja-se Berger (1980) — se verifica ter a expressdo,

(27{)_1/20' e—x2/202

PIU > —~(x/0)]

E{f|x}=x+

ondeU ~ N(0,1). E{0| x} é maior do que zero por ser o valor médio de uma variavel
aleatéria que s6 assume valores positivos. [
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Como o exemplo anterior deixa antever, outras estimativas bayesianas even-
tualmente recomendadas sdo a média e a mediana de h(6| x). Berger (1980) propoe
que se calcule sempre a moda, a média e a mediana, procurando analisar a sua sen-
sibilidade — robustez — face a modifica¢des na distribuicéo a priori. No entanto,
em principio, a moda ¢é o estimador bayesiano, posicdo muito distinta da dos clas-
sicos, habituados a dar aten¢io a uma multiplicidade de estimadores.

Se a informacéo inicial é de tal modo vaga que leva a tomar uma distribuigéo
a priori, h(0) = constante [pelo menos em subdominio de © relevante; veja-se
secc¢io 1.6], tem-se,

h(@|x)ocf(x|60), 6€®,

onde o significa aproximadamente proporcional. As estimativas da méxima vero-
similhanca dos classicos e as estimativas da maxima verosimilhanca generalizada
dos bayesianos sdo nessa hipdtese praticamente coincidentes. A respectiva inter-
pretacdo é, porém, fundamentalmente diferente:

« no primeiro caso, a estimativa é o valor de 8 que torna mais provavel a amos-
tra observada, x;

« no segundo caso, a estimativa é o valor de 6 que, dado x, tem mais verosimi-
lhanca ou credibilidade.

Dois aspectos do método da maxima verosimilhanca generalizada sao dignos de
citacao:

[1] Com 0 = (6,,6,,...,6,), suponha-se que o estimador da maxima verosimi-
lhanca generalizada é 6" = (6;,6;, ..., 6;),

h(6* | x) = supy h(0] x);

se éi ¢é o estimador da méaxima verosimilhanca generalizada de 6, determinado a
partir da distribui¢do marginal de 6, h(6,| x), ndo se verifica em geral ser " = 51-,
embora para amostras grandes as diferencas possam ser pequenas®*.

[2] Contrariamente ao que sucede com a maxima verosimilhanca, a maxima
verosimilhanca generalizada ndo fornece estimativas invariantes em relacdo a
transformacgdes paramétricas. Designando 0% a estimativa da maxima verosimi-
lhanca generalizada de 6, se houver uma reparametrizagdo, £ = £(6), nao se segue
que seja, & = &(0). Assim, diferentes inferéncias podem resultar de diferentes
parametrizacdes, facto que constitui um ponto fraco. A questéo é por vezes iludida
com a afirmacéo de que existe uma parametrizacdo «natural» e que as inferéncias
devem fazer-se a partir de tal parametrizacio [Barnett (1982)].

3% Veja-se DeGroot (1970).
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Além da estimagio por pontos os classicos procedem também, néo raras vezes
conjuntamente, a estimacéao por intervalos ou regides. Na 6ptica bayesiana tem-se
intervalos ou regides de credibilidade e nédo intervalos ou regides de confianca.

Observado, x,

R,(x)C O,

é uma regiao de credibilidade a (1 — «)100% para o pardmetro 6 quando se verifica,
J h@|x)dd=(1-a), 0<a<l, (1.37)
Ry (x)

onde (1 — ) é coeficiente de credibilidade ou nivel de credibilidade consoante na
relacdo acima se consiga manter o sinal de igualdade ou se consiga apenas uma
regido, R,(x), satisfazendo,

PleR,(x)|x]Z21-a.

Esta dltima situacdo ocorre quando o espaco do parametro é discreto e é paralela
a que se depara aos classicos quando a variavel aleatdria observada, X, é discreta.

Que diferencas podem encontrar-se entre as praticas seguidas pelas duas
correntes?

Em relacdo a a a pratica seguida coincide com a dos classicos: toma-se o
pequeno, 0,10, 0,05 ou 0,01, de modo a obter regides de credibilidade a 90%, 95% ou
99%. Nos restantes aspectos o contraste é notavel: «Since the posterior distribution
is an actual probability distribution on ©, one can speak meaninfully (though usu-
ally subjectively) of the probability that 0 is in C [R,(x) na nossa notagao]. This is
in contrast to classical confidence regions, which can only be interpreted in terms of
probability of coverage (the probability that the sample will be such that the result-
ing confidence region contains 0). Note that the classical probability of coverage is a
measure of initial precision while the Bayesian coverage probability is a measure of
final precision. After observing x, the Bayesian feels 6 has probability at least 1 — a
of being in C». [Berger (1980), excepto o sublinhado].

A definicdo (1.37) possui um inconveniente: a regido R,(x) ndo é unica,
podendo muito bem suceder que valores de 6 incluidos em R,(x) tenham menor
probabilidade ou credibilidade que valores de 0 néo incluidos em R, (x). Assim,
para proceder a escolha de uma particular regido ao mesmo tempo que se mini-
miza o seu tamanho prefere-se trabalhar com regides de credibilidade H.P.D. (com
«highest posterior density»),

Ri(x)={0€© : h(0|x) 2 k(a)} (1.38)
onde k(a) é o maior nimero real tal que,

POeR,(x)|x]21-a. (1.38")
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Quando 6 € ® = R, o conceito correspondente é o de intervalos de credibili-
dade HP.D.. No caso mais corrente em que h(f|x) é unimodal podem sempre
determinar-se, dada a amostra x, dois valores de 0, sejam 6,(x) e 6,(x), tais que,

0, )
J h(0|x)db = ay, J h(0|x)do = a,.
0 0,

Assim, com o + @, = @, vem,
0,
P[O,(x) < 0 < 6,(x)|x] = J h(@@|x)d0=1—a,
6,

exigindo-se ainda que seja (6| x) > h(0’ | x) para todo o 0 € [0,(x), 6,(x)] e todo o
0" ¢ [6,(x),0,(x)] de modo a que qualquer ponto excluido do intervalo ndo possua
maior credibilidade que qualquer ponto do mesmo intervalo.

Exemplo 1.21 — Retome-se o Ex. 1.17 e considere-se, observado x, a construgio de
um intervalo de credibilidade a 95% para 6. Tem-se imediatamente que,

P [u(x) — 1,96,0;,1/2 <0< pux)+ 1,96,0;,1/2 |x] = 0,95;

quer dizer, verifica-se, com probabilidade ou credibilidade 0,95, que 6 cai no
intervalo,

[(1/7*)p + (N/o*)x] 1
> 5 + 1,96 . preTyl
[(1/7%) + (N/o?)] [(1/7) + (N /)]
E curioso notar que se a informacio a priori for insignificante pode tomar-se
2 — oo (isto é, pode pensar-se que a precisio a priori tende para zero) sendo entdo
praticamente coincidentes o intervalo de credibilidade bayesiano e o intervalo de

confianca cléssico,
— o
xXx+1,96—.
VN

As interpretacdes, contudo, sdo muito diferentes. Enquanto para um bayesiano,
P[x — 1,966 /YN < 6 < X + 1,965 /</N | x], tem uma interpretacio directa como
probabilidade, representando portanto a precisdo final, para um classico, antes da
recolha da amostra, P[Y — 1,960/ JN <0 < X + 1,90 / JN], éa probabilidade de
cobertura de 6 por um intervalo aleatdrio (precisdo inicial); depois da recolha da
amostra a Unica coisa que um classico pode dizer é que das duas uma: (i) tem-se
X—1,960 /YN < 6 < x+1,9605/+/N ou (ii) um acontecimento de probabilidade 0,05

ocorreu35.

% Suponha-se N = 100, ¢ = 10 e que saiu uma amostra com x = 20. O consequente intervalo de
conflanca a 95%, 18,04 < 6 < 21,96, s6 faz sentido, no dizer dos bayesianos, quando interpretado
em termos de credibilidade, pois a interpretacio frequencista s6 é valida inicialmente, isto é, antes
de conhecido o resultado da amostra.
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Este exemplo tem uma grande virtude que é a de mostrar que, para algumas dis-
tribui¢des (no caso presente, a Normal), a precisdo inicial coincide com a precisao
final: em ambos os casos é 0,95. Segundo os bayesianos ¢ esta feliz coincidéncia
que tem permitido a sobrevivéncia dos procedimentos classicos ... [

Exemplo 1.22 — Considere-se uma amostra casual, X; L1D.,i = 1,2,...,N, com
funcado densidade de Cauchy,

f(x10) ={n[1+(x -0}, —o00< x< +00,—00< 0 < +o0,

e tome-se a distribuicéo a priori, h(0)df o df [trata-se, mais uma vez, de uma
distribuicdo impropria; confronte-se com a sec¢do seguinte]. Tem-se,

T[1 + (x; — 0)] !
[T+ (g — 0)2] 1 do

h(@|x) =

Esta distribuicdo a posteriori, sem ser muito atraente, permite em computador
obter regides de credibilidade para 6. Pelo contrario, no &mbito dos procedimen-
tos classicos, néo se afigura clara a forma de construir regides de confianca para
0, pois a estatistica suficiente minima tem dimensdo igual a da amostra e é cons-
tituida tipicamente pelas N estatisticas de ordem. Este exemplo serve assim, tam-
bém, para enfatizar a dependéncia em que os procedimentos classicos se encon-
tram da existéncia de estatisticas suficientes minimas com dimenséo conveniente
[Berger (1980)]. [

Exemplo 1.22 — Continuagdo. Com N = 2, vem,
f&x[0) =1/7[1+ (x, = 0)*][1 + (x — 0)°];
mantendo a mesma distribuicdo a priori, tem-se,
h(@x) o f(x|0),

funcéao de que se encontra um exemplo na Fig. 1.8.
Quando |x, — x| > 2, h(f]x) é uma distribuicio bimodal®, situacio algo
desconfortavel, tanto para bayesianos como para classicos, no que diz respeito

% Note que (X, — X;) é uma estatistica ancilaria, pois tem distribuicio independente de 6:
X=X = (Xz_9)+(X1 -0),

e Z = (X; — 0) tem funcdo de densidade, f(z) = 1/7(1 + z?). Como tal nio fornece qualquer
informacéo primaria sobre 6; no entanto, como se viu, condiciona a «configuracido» da amostra,
isto é, a forma da func¢éo de verosimilhanga.
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Fig. 1.8

a estimacdo pontual ou por intervalos. Como pode ver-se pela Fig. 1.8, que cor-
responde a essa situacdo, é-se conduzido a regides de credibilidade representadas
pela unido de intervalos disjuntos e existem duas estimativas da maxima verosimi-
lhanca (generalizada ou néo). [Barnett (1982)]. [J

Considere-se uma dicotomia no espaco dos parametros,
©=0,UB,;, 6,N06, =9,
e suponha-se que o objectivo é ensaiar,
H,: 6 € ©, contra H;: 0 € ©,.

No campo cléssico o ensaio®” processa-se através da delimitacio de uma regido
critica no espaco da amostra,
wWcd,

que é avaliada em termos das probabilidades dos erros de 1.* espécie e de 2.* espécie,
respectivamente, probabilidade de rejeitar H, quando é verdadeira,

P(XeW|0), 0e€0,
e probabilidade de aceitar H, quando é falsa,

P(XeW|0), 0€o,.

%7 Na 6ptica de Newman-Pearson porquanto Fisher prefere os testes ou ensaios de significAncia aos
ensaios de hipdteses. Tem-se aqui outro aspecto marcante da clivagem existente na escola classica
com Fisher em oposicdo a Neyman-Pearson a defender intransigentemente os testes de significan-
cia que considera mais informativos e possuem, segundo ele, a vantagem de dispensar a introducéo
de hipoteses alternativas. Quer dizer, Fisher ignora os erros de 2.* espécie e volta ostensivamente as
costas ao conceito de fung¢io poténcia de primordial importancia na doutrina de Neyman-Pearson.
(veja-se Capitulo 7).

Na anélise comparativa entre a posicdo classica e a bayesiana faz-se, de certo modo, tibua rasa
desta clivagem.
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Estas probabilidades, que dependem de 6, exprimem a precisio inicial (o problema
do ensaio de hipoteses vai ser retomado no capitulo 7 no quadro da teoria da deci-
sdo estatistica).

No campo bayesiano o problema é atacado de forma mais directa calculando as
probabilidades a posteriori, P(0, | x) e P(0, | x), e decidindo depois de as comparar.
Por exemplo, optando por H; se,

P(©y|x) > P(©,|x) =1-P(0,|x),

isto é, se,
1
P(©,|x) > e

Estas probabilidades exprimem a precisdo final do procedimento. A relacdo
P(©,]x)/P(©,]|x), designa-se por racio das «chances» a posteriori; quanto maior
for o racio mais plausivel é H, em relacdo a H;. Por vezes pode haver interesse em
fazer a comparacdo com o racio das «chances» a priori,

P(©,) J®o h(0)do
P(O,) Jo, h(6) 6’

No contexto do ensaio de hipoteses estatisticas pode talvez dizer-se que o resultado
da inferéncia bayesiana néo é a aceitacdo ou a rejeicio mas sim a alteracdo da
credibilidade que lhes é atribuida.

Exemplo 1.23 — Com X; LLD., X; ~ N(0,0%), 0* = 400,i = 1,2,..., N, considere-se
o ensaio da hipdtese Hy: 8 < 100 contra a alternativa H;: 8 > 100.

A partir da informacdo dada por uma amostra concreta, a analise classica é
conduzida, grosso modo, nos termos seguintes. Determina-se o nivel de signifi-
cincia, «, isto é, a probabilidade de obter um resultado tio bom ou pior do que o
observado assumindo que a hipétese H, é verdadeira; quando menor for @ menos
plausivel é H,,.

Suponha-se N = 4 e que se obteve uma amostra com média x = 106. Dada a
natureza unilateral direita de H;, tem-se o nivel de significincia,

a = P(X 21066 = 100) = P[(X — 100)/10 = (106 — 100)/10]
=P(U 20,6) =1—(0,6) = 0,274,

onde U ~ N(0,1) e ®(u) é a respectiva funcio de distribuicdo. A decisao a tomar
face ao valor & = 0,274 depende da atitude do investigador, embora para os limiares
de significincia «habituais» — 0,10, 0,05 e 0,01 — a hip6tese H; néo seja de rejeitar.
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Na analise bayesiana as coisas passam-se de modo diferente. Suponha-se que a
distribuicéo a priori é ndo informativa (caso 7> — oo do Ex. 1.17). Tem-se, h(0 | x) =
N(x,0%/N) = N(106,100), donde,

P(H, |x) = P(6 < 100|X = 106)
= P[(0 — 106)/10 < (100 — 106)/10]
= P(U < —0.6) = ®(—0,6) = 0,274,

e, consequentemente,
P(H1 |x) =0,726.

Repare-se que o nivel de significancia é igual a P(H,|x), facto que nao surpre-
ende porquanto se a distribuicéo a priori é difusa os dois procedimentos baseiam-
-se exclusivamente na informacio amostral. No entanto, apesar de os resultados
serem idénticos a interpretacdo é diferente. A diferenca encontra-se ilustrada nas
Figs. 1.9 e 1.10. A curva da Fig. 1.10, centrada no ponto 106, com dominio 6, repre-
senta a funcdo de distribuicido a posteriori; a zona a sombreado corresponde a
probabilidade de ser 8 < 100 quando x = 106. A curva da Fig. 1.9, centrada no
ponto 100, com dominio X, representa a fung¢io de distribuicdo por amostragem da

1 1 1 > X
90 100 110

Fig. 1.9
1 I 1 > 0
96 106 116

Fig. 1.10
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média; a zona a sombreado corresponde 4 probabilidade de ser X > 106 quando
0 = 100. [Hays e Winkler (1970)]. U

O exemplo anterior tem um aspecto de muito interesse. Mostra a possibilidade
de sair,
P(X > 1060 = 100) = P(6 < 100 |x = 106),

isto é, da area da aba da distribuiciio de X (= nivel de significAncia) ser igual & pro-
babilidade a posteriori da hipotese Hy. Esta conclusido tem servido de justificacdo
a alguns autores para aproximarem classicos e bayesianos. Os bayesianos, por sua
vez, repetindo uma critica semelhante feita aos intervalos de confianca, argumen-
tam que os classicos é que sdo forcados a interpretar o nivel de significancia em
termos de graus de credibilidade pois, vincam ainda, tal nio é viavel em termos
frequencistas.

Em qualquer caso parece importante inquirir até que ponto vai a «conciliacdo»
entre classicos e bayesianos na medida em que é traduzida pela igualdade entre a
probabilidade a posteriori da hipdtese unilateral [Hy: 6 < 0 contra H;: 8 > 0, sem
perda de generalidade] e o nivel de significancia, isto é, pela igualdade,

PO <0[x)=P(X 2x[0=0),

onde X é a variavel ou estatistica observada. De facto, o Ex. 1.23 representa um
caso muito particular em que o modelo experimental é a Normal e a distribuigéo a
priori é ndo informativa e a questio que se pde é a de saber se a «conciliagdo» se
verifica com outros modelos experimentais e outras distribui¢des a priori. Casellae
Berger (1987) obtiveram resposta afirmativa para um vasto conjunto de situacoes.
Por exemplo, se X tem fungao densidade, f(x — ), onde 0 é um parametro de
localizacdo, —o0 < 6 < 400, e se f(x) é simétrica em relacdo a origem [e possui
razdo de verosimilhanca mondtona — veja-se sec¢éo 7.3], entdo, no ensaio de 8 £ 0
contra 6 > 0, se sai x > 0 [se x < 0 toda a gente aceita a hipdtese], tem-se,

inf, PO <L 0]x) = P(X 2 x|0=0),

onde o infimo é obtido sobre a classe das distribuicdes a priori unimodais simétri-
cas em relacéo a origem.

Suponha-se 0 escalar, ® = {f : —oc0 < 6 < +oo}. Quando o problema classico
de ensaiar uma hipoétese simples, Hy: 8 = 6, contra uma alternativa composta
bilateral, H;: 8 # 6, é considerado no quadro bayesiano, depara-se com uma difi-
culdade: se a distribui¢do a priori for continua, o que é de esperar dada a natureza
de ©, tem-se P(H, | x) = 0 qualquer que seja x, pois a priori P(H,) = 0. Quer dizer,
H, nunca podera ser aceite.
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Considerando que se trata essencialmente de um problema de formulacéo, ha
trés saidas possiveis.

Primeiro, ndo é impensavel adaptar um procedimento que tem alguma analo-
gia com os testes de significincia dos classicos e que consiste em rejeitar a hipotese
H,: 6 = 6, quando o valor 6, ndo pertence ao intervalo de credibilidade H.P.D. esta-
belecido a partir de h(f|x) para o nivel desejado.

Segundo, pode pensar-se que o que se pretende realmente ensaiar ndo é ser
precisamente 6 = 6, mas sim estar 6 proximo de 6,. Assim, desde que se tenha, H:
O — A <0<6,+A, (A>0), jafaz sentido falar em P(H, | x).

Terceiro, desde que se insista na hipotese simples, Hy: 8 = 6, pode pensar-se
que o particular valor 6, tem uma ordem de importancia diferente da dos outros
valores de 6, sendo por essa razdo que é objecto de atencéo especial. Esta atitude
pode reflectir-se na distribuicéo a priori atribuindo a 8, uma probabilidade a priori
hy > 0 e distribuindo a restante probabilidade, 1 — h,, pelos valores 8 +# 6, (trata-se
de uma distribuicio a priori mista).

O exemplo seguinte ilustra a forma de proceder e pde em destaque uma curiosa
situagdo conhecida por paradoxo de Lindley.

Exemplo 1.24 — Com X ~ N(0,0?%), 6 conhecido, pretende ensaiar-se Hy: 6 = 6,
contra H;: 6 = 6,. A probabilidade a priori de 6, é h,; a densidade a priori de 8 # 6,
é (1 — hy)h,(0), com h,;(0) = N(u,12). Designando a densidade de N(0,c?%) por
f(x10), vem,

% se 0 = 6,
h(@|x) =
JGx[6)(A — ho)hy (0) s 00,

f)

onde,

FG) = £ | Go)ho + (1 ho)J £ 0)hy(6) dO

006,

= f(x|6)ho + (1 — hy)g(x),

com g(x) densidade de N(y, 7° + %) [veja-se (1.27) e repare-se que a exclusio de
0, do integral do 2.° membro é irrelevante].
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Definindo ©, = {6} e ©; = {0 : 0 # 6,}, o racio das «chances» a posteriori
tem por expressio,

P(®0|x) _ h(90|x)
P(O,|x) 1-h(|x)
_ Sl 6y
(1= hy)g(x)
B hyo ! exp{=(x — 6)/20%}
(1= hy)(7? + 02) V2 exp{—(x — p)2/2(? + o2)}

1/2

ho ’['2
=1 e (1 + ?) exp{—A} exp{B},
onde,
A= {x —[6, + (0 — o’ /71
20%(1+ %) ’
B= (90 - H)Z'
272

A desigualdade seguinte,
(x—6) + (= 6o

2

o T

) (1.39)

o) gl (Lo (12 2] @)
(%) e (2 (0 2)] -

é condi¢do necessaria e suficiente para que P(0,|x) > P(0©,|x), isto ¢, para a

posteriori ©, ter mais credibilidade do que ©;.
Quando ¢ — 0 — precisdo experimental grande — a desigualdade acima pode
representar-se aproximadamente por,

-6,
‘ X% ‘ < (loga™?)"/2.
o

Para comparar o resultado bayesiano (1.39) e o classico tome-se um caso particular
em que,

hy=1/2, pu=6, t=1, o°=exp(-25).
Fazendo a substitui¢do conclui-se que ©, tem maior credibilidade do que ©,, quando,

aproximadamente,
X — 90
<5.

o
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A divergéncia em relacdo ao resultado classico é flagrante, porquanto, grosso modo,
a aceitacdo de H, processa-se quando,

x — 0,
ol <2

o

E esta divergéncia substancial que se conhece como paradoxo de Lindley [Berger
(1980)]. O

No caso do ensaio de hipoteses bilaterais a conciliacdo entre bayesianos e fre-
quencistas, nos termos quantitativos indicados para o caso unilateral, ndo é possi-
vel. Mostra-se, de facto, que a resposta bayesiana difere radicalmente da resposta
frequencista [consulte-se Berger (1985)].

Exemplo 1.24 — Continuagdo. O distanciamento entre as perspectivas classica e
bayesiana no ensaio de hipdteses bilaterais [0 = 6, contra 6 # 6] posto em desta-
que no exemplo pode ser apreendido de modo mais esclarecedor [veja-se Berger
e Sellke (1987) para maior desenvolvimento]. Com efeito, no quadro do modelo
experimental e da distribuicéo a priori considerados e mantendo as premissas.

ﬂZGO,hozl/zeT:O',

pode calcular-se sem dificuldade de maior a expressdo de h(6, | x) = P(0 = 0, | x) =

P(H, | x), )

P(H, | x) = (1 T+ (14 N)V? exp{m}) ,

de que se apresentam alguns valores no quadro abaixo para os niveis de significan-
cia mais correntes e para N = 10, 50 e 100 (Note-se que z = VN |x — 6, | /o).

P(H,
Nivel de Significincia z (o | )
N =10 N =50 N =100
0,10 1,645 0,47 0,65 0,72
0,05 1,960 0,37 0,52 0,60
0,01 2,576 0,14 0,22 0,27

Como se verifica é grande o conflito, para um dado x conducente aos valores de
z que constam do quadro, entre nivel de significancia e probabilidade a posteriori
da hipotese. Por exemplo, com N = 50 se sai z = 1,96 um classico pode rejeitar
a hipdtese ao nivel de significancia de 5% quando para um bayesiano, que tenha
adoptado a distribuicdo a priori indicada, a probabilidade a posteriori da hipotese
€ 0,52.
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Mantendo o modelo experimental [N(6, 0%)] pode perguntar-se o que sucede
quando a distribuicdo a priori em vez da componente h;(0) = N(y, %) passa a
assumir uma forma tdo desfavoravel a H, quanto possivel (mantendo-se h, = 1/2).

Demonstra-se que nesse caso,

-1

P(H,|x) = [1 + exp{zz—z}] ,

expressdo que da ainda valores substancialmente superiores ao correspondente
nivel de significancia como pode ver-se pelo quadro abaixo:

Nivel de Significancia 0,1 (z = 1,645) 0,05 (z = 1,960) 0,01 (z = 2,576)

P(Hy | x) 0,205 0,127 0,035

[Berger e Sellke (1987)].

Ha problemas de inferéncia que néo séo dos tipos referidos (estimacéo, etc.) e
que possuem a particularidade de ndo serem facilmente atacados fora do quadro
bayesiano [consulte-se Lindley (1982)]. Trata-se de questdes em que observada
uma amostra, x = (xq, X, ..., Xy ), pretende inferir-se sobre o valor de uma nova
observacédo de X, seja Xy,,. A respectiva distribui¢io preditiva,

oo 1) = L FGwsa |0 ) d6,

permite em geral dar-lhes resposta. Como a expressao acima mostra, a plausibili-
dade dos diferentes valores de 0, obtida através da distribuicéo a posteriori, h(0 | x),
entra como factor de ponderacdo da fun¢io de densidade, f(xy,;|0), e induz a
plausibilidade dos resultados da nova experiéncia.

Exemplo 1.25 — Num estudo de fiabilidade observa-se o tempo de vida de uma
amostra casual de N componentes, X;,i = 1, 2,..., N. Supde-se que cada X, tem fun-
¢do de densidade de probabilidade, f(x;|0) = 6 exp{—0x}, x; = 0, 0 > 0. Durante
o estudo ha r componentes que falham nos tempos x;, x,, ..., X;, € as restantes sdo
retiradas nos tempos x4, ..., Xy, sem terem falhado (diz-se, em casos como este,
que a amostra é «censurada»). Notando que P(X > x) = exp{—0x} e recordando a
definicio (1.8), tem-se — com K = 1 — a funcéo de verosimilhanca,

r N
f(x]6) =0"exp {—9 Z xl} exp z—@ Z xi} = 0" exp{—0t},

i=r+1

com,
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Considerando [confronte-se com o conceito de distribui¢do conjugada introduzido

na seccio 1.6] a distribuigéo a priori da familia Gama®?,

h(0) = &’ exp{~a}60’ /T(f + 1),
obtém-se, depois de algum calculo,
h(6]x) = (a+ )7 exp{=(a + 0"+ /T(B +1 + D).

A fungio de densidade preditiva,

0o

Oy or %) = j expl—y 11 }h(60] %) d6

=(B+D@+ " (a+t+xy )T,

permite calcular, por exemplo, a probabilidade da (N +1)-ésima componente durar
mais do que o tempo x;,

P(Xy 41> % | %) =J fly i X)) dxy
Xo

_( o4t >ﬁ+r+1
a+t+x, ’

[Lindley (1982)]. O

1.5 O Ecumenismo de Box*°

Face ao antagonismo entre classicos e bayesianos ndo pode ficar-se indiferente
a tentativa de «conciliacdo» de Box (1983, 1984) através de uma teoria dualista
da inferéncia estatistica. Box sustenta, sem ser provavelmente o primeiro, que
as doutrinas bayesiana e classica sdo mais complementares do que concorrentes.
Recordando a constru¢io e emprego de modelos (releia-se a sec¢éo 1.2) como pro-
cedimento corrente na investigacdo, a tese nasce do reconhecimento de que a con-
trovérsia se centra na realizacio de inferéncias condicionadas pela adequagéo do
modelo, deixando em segundo plano o facto de o modelo especificado nunca ser
verdadeiro. Por outras palavras, o choque da-se sobretudo ao nivel da estimagéo,
ficando a critica um tanto na penumbra.

Para Box o conflito resulta de pensar que ha dois candidatos para um s6 lugar
e nio dois lugares para dois candidatos. Tal posi¢cdo vem na esteira de Dempser

** Admitindo que tal distribui¢fio traduz a posi¢io inicial do analista em relaciio aos valores do
parametro.
% A leitura desta secgdo pode omitir-se sem prejudicar a sequéncia do estudo.
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(1971): «I do not believe that either the Bayesian approach or the sampling distri-
bution approach to unity is a total error, but I do find that subtle issues are involved
which compromise parts of both schools, so that a mixed viewpoint becomes desirable.
Specifically, one must reckon with the weakness of sampling distribution methods for
estimation and of Bayesian methods for significance testing».

O «ecumenismo» de Box traduz-se por uma divisao de trabalho: aos frequen-
cistas o que € critica (o modelo é adequado?); aos bayesianos o que é estimacao (se
o modelo é adequado, estimem-se os parametros!).

Em face da divisdo proposta parece relevante abordar as duas questdes
seguintes:

— os métodos frequencistas ndo sdo considerados bons para a estimagio,
porqué?

— os métodos bayesianos néo sio considerados bons para testar o ajustamento
ou a significincia, porqué?

A resposta nio tem, obviamente, aceitacdo geral. O que se diz prejudicar os classi-
cos no trabalho de estimacéo é a tonica que déo a precisdo inicial (pre-observagao)
deixando de fora a precisdo final (post-observacédo). Os bayesianos, pelo contra-
rio, na medida em que fazem intervir a distribuicdo a posteriori no trabalho de
estimacdo podem controlar a precisdo final desde que o modelo seja «correcto».

Por outro lado, se ndo ha grandes ataques a capacidade critica dos métodos clas-
sicos, no campo bayesiano as coisas parece que ndo se passam do mesmo modo.
O melhor a fazer é voltar a citar Dempster (1971): «Under the sampling distribution
approach, the theory of what constitutes a good test depends on the formulation of
precise alternative hypothesis, but actually carrying out a test requires only sampling
distributions specified by a null hypothesis. In contrast, a Bayesian test rests on a pos-
teriori distribution over a collection of null and alternative hypothesis, so that a pre-
condition for carrying out the test is a precise specification of alternative hypothesis.
This requirement is both a strength and weakness of Bayesian testing. On the positive
side, Bayesian testing can claim to impeccable logical foundation when alternative
hypothesis are not in dispute. On the negative side, Bayesian testing cannot be a dis-
cursive exploratory tool aimed in part at discovering plausible alternative hypothesis,
since it operates within a closed system».

A frase «it operates within a closed system» serve para dar énfase ao contraste
da posigao bayesiana com o dinamismo ou «open loop»:

. = modelo = dados = modelo = ..,

caracteristico da investigacdo estatistica. Quer dizer, na praxis bayesiana tem-se
um sistema de hipdteses ou modelos, H;, H,, ..., H,,, com credibilidades iniciais,
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P(H,), P(H,), ..., P(H,); obtida a informacdo amostral ou experimental, x, as credi-
bilidades sdo transformadas em obediéncia ao Teorema de Bayes, P(H, |x),
P(H,|x), ..., P(H, | x), mas o sistema mantém-se. Ao assinalar que os métodos
bayesianos se dirigem a comparacio de modelos e ndo se ocupam da adequagio
ou critica de um s6 modelo, sustenta-se que na tarefa de critica ndo ha necessidade
de especificar modelos alternativos, pois a experiéncia quotidiana mostra que pode
muito bem considerar-se uma situagio surpreendente ou pouco usual sem ser obri-
gado a apontar, imediatamente, uma explicacio alternativa.

A sugestdo de Box para a referida divisdo de trabalho processa-se entdo do
modo seguinte:

1) A distribuicdo a posteriori, h(0| x), permite — sem necessidade de recorrer
a qualquer outro instrumento — realizar toda e qualquer estimacio do parame-
tro 6 se o modelo for valido; no entanto, nio fornece qualquer informagio sobre a
adequacdo do modelo.

2) A distribuicéo preditiva, f(x) [veja-se (1.17)], permite testar a adequacéo do
modelo. Assim, quando se observa X = x, e a probabilidade,

PLf(X) < f0]*,

é muito pequena, tem de concluir-se que é muito improvavel que o valor, x, tenha
sido gerado pelo modelo*! e este deve ser posto em causa; repare-se na Fig. 1.11.
Esta actuacio critica é nitidamente frequencista, pois, [ f(X) < f(x)], corresponde
a um teste de significancia classico. O desempenho da tarefa exige porém dos
classicos uma posicdo de compromisso em relacdo ao emprego de distribuicdes a
priori [note-se a sua presenca em (1.17)].

Exemplo 1.26 — Para ilustracdo do ponto 2) suponha-se que se propde para a varia-
vel, X, a distribuicio de Poisson,

x ,—0
f(x16) = 0 e' , 0>0, x=01,2,..,
x!
e que se propde para 6 a distribui¢io a priori,
-0 gm—1
WOy =2 950 m>o.
I'(m)

40 Alternativamente a critica pode conduzir-se com funcdes critério, g,(x), convenientes,
calculando,
Piflgn(X] < flgn m=1,2,..,
e apreciando estas probabilidades nos termos frequencistas em que se aprecia a probabilidade,
P[f(X) < f(x)]. Em qualquer caso vejam-se os comentarios de Berger (1985).
4 Quer dizer, h(9) e/ou f(x|0), ndo «previram» bem o que ocorreu.
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Densidade Preditiva

/

P[f(X) < f(x)]

___________________ /

fx)

X

obs.,

Fig. 1.11. (a) — Modelo questionavel

Densidade Preditiva

P[f(X) < f(x)]

TN\

X
obs.,

Fig. 1.11. (b) — Modelo aceitavel



66 Ensaio de inferéncia estatistica comparada

A distribui¢do a posteriori tem a forma,
h(@ | x) o e—299m+x— 1,

sendo a distribui¢do preditiva,

o)

f(x) = [x!F(m)]IJ e~ Xm+x—14g

0
= [T(m + x)/T(x + DI'(m)][1/2"+*].

Observado X = x, um dos possiveis testes criticos do modelo [h(6) e f(x|0)]*
consiste em calcular,

a = P[f(X) < f(x)],

concluindo pela inadequacio do mesmo quando « < 0,05, 0,01 ou 0,001, de acordo
com a préatica corrente para testar a significAncia. Um simples calculo (que se deixa
como exercicio) mostra que o modelo é de rejeitar ao nivel de significancia de 5%
quando, por exemplo, com m = 1, sair x 2 5, ou, com m = 5, sair x = 12. [J

1.6 Distribuicoes a priori

Salvo acidentais referéncias a casos de informacéo inicial vaga ou difusa, em que
a correspondente distribuicdo a priori é suposta assumir formas extremamente
achatadas ou com variancia tendendo para infinito, nada se disse ainda sobre a
determinacéo e interpretagio da distribuicéo a priori.

Trata-se de problema central, e muito controverso, da anéalise dos procedimen-
tos bayesianos de que passa a fazer-se ligeira abordagem®.

Ha trés tipos de interpretagio possivel para a distribuicéo a priori de um para-
metro [Cox e Hinkley (1974)]:

[1] interpretacdo frequencista;

[2] interpretacdio como representacido normativa e objectiva da credibilidade
racional;

[3] interpretacio como medida subjectiva da credibilidade de um dado individuo
(investigador, decisor, etc.).

[1] Interpretagdo frequencista
Pode ocorrer o valor do parametro ser gerado por um mecanismo aleatoério estavel;
nesse caso, ha acordo praticamente unanime em considerar 8 uma variavel ou

vector aleatorio*.

2 Ou s6 de h(0) se o modelo experimental, f(x|6), nio estiver em causa.
4 Para um estudo muito mais desenvolvido recomenda-se Berger (1985).
“ No tipo [3] o pardmetro 6 é considerado aleatério num sentido subjectivo.
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O exemplo mais citado vem da producéo em série e da sucessiva constitui¢io
de lotes de uma dada dimenséio. Se 6 designa a proporcao de pecas defeituosas em
cada lote e se o processo de producao for fisicamente estavel, pode perfeitamente
admitir-se que 6 é uma variavel aleatdria. A respectiva distribuicéo a priori pode
pois interpretar-se em termos frequencistas; a sua estimagdo pode fazer-se apre-
ciando o comportamento de € sobre um conjunto numeroso de lotes.

[2] Distribuigées a priori ndo informativas

Sdo muito limitadas as situagdes em que a interpretagio frequencista faz sentido.
Assim, nio desejando desistir-se da aplica¢do dos métodos bayesianos — por reco-
nhecer a sua simplicidade e fecundidade — ha que ter uma diferente perspectiva
das distribuicoes a priori.

A interpretacdo em termos da credibilidade racional, extensivamente tratada
por Jeffreys (1961), tem-se dirigido quase exclusivamente aos casos em que a infor-
maco inicial é inexistente, isto é, casos em que ha ignorancia a priori. A distribui-
¢éo a priori diz-se entdo nao informativa.

Na medida em que a informacéo amostral ou experimental é a inica reconhe-
cida, esta abordagem tem pontos de contacto com a abordagem cléassica. A dife-
renga reside na insisténcia da primeira em fazer reflectir a informacéo da amos-
tra numa distribuicdo a posteriori, de modo a garantir a utilizacdo do formalismo
bayesiano e a interpretar as conclusdes obtidas nos termos peculiares que
o caracterizam.

O problema a resolver é, portanto, o de especificar objectivamente uma distri-
bui¢do a priori para um parametro acerca do qual nada se sabe.

Se o parametro pode assumir um numero finito de valores, por exemplo
© = {1,2,...,m}, parece natural tomar uma distribui¢cdo uniforme, h(6) = 1/m,
0 =1,2,...,m, paratraduzir ignorancia a priori. De contrario estavam a considerar-
-se uns valores mais crediveis do que outros e o estado no seria de ignorancia.

A proposta do paragrafo anterior vem na linha do principio da razdo insufi-
ciente de Bayes-Laplace e julga-se pacifica. As dificuldades surgem quando pre-
tende alargar-se o principio a situacdes em que o espago do pardmetro é continuo.

Quando © é um intervalo finito, ® = {§ : 6, < 6 < 6}, 6, < 0,, parece
natural propor, h(0) = 1/(6, — 6,), 6, £ 0 < 6,; a proposta nédo é, porém, pacifica.
Ha sempre algo de arbitrario na parametrizacdo dos modelos probabilisticos, quer
dizer, em vez de escolher 6 para parametro pode optar-se por A = A(6), onde A
é uma funcio suposta nio linear; o estado de ignorancia refere-se tanto a 8 como
a A, mas a distribui¢do uniforme para 6 é incompativel com a distribui¢do uniforme
para A. A questdo é adiante retomada.

Quando O é um intervalo infinito, a sugestao de Jeffreys é a seguinte:
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(@) © = (—o0, +00), § parametro de localizacio, deve tomar-se®’,

h(0) O o do. (1.40)

(b) © = (0, ), @ parametro de escala, deve tomar-se,
h(6) d6 o %d@. (1.41)

Note-se que tanto (1.40) como (1.41) séo distribui¢des improprias, porquanto,

(o8]

+00
1

df = oo, —df = co.

| do=e Le o

Semelhante conclusao tem dado origem a grande controvérsia.

Os seguidores de Jeffreys, que sdo numerosos, ndo se impressionam e decla-
ram que tudo esta bem quando o formalismo bayesiano conduz a uma distribuicéo
a posteriori propria, h(f | x), mesmo quando a distribui¢éo a priori, h(6), é impro-
pria. E acrescentam: se é certo que h(0|x) nio pode ser rigorosamente conside-
rada como a distribuicio de 6 condicionada por x, nio faltam argumentos heuris-
ticos para suportar a sua interpretacido como tal. Por exemplo, considerando uma
sucessdo de distribui¢des a priori proprias, h,(0), que tendem para h(f) impropria
quando 7 — oo [veja-se o Ex. 1.20].

Box e Tiao utilizam (1.40) e (1.41) para representar o comportamento local das
distribuicdes a priori na regido em que a funcdo de verosimilhanca tem valor apre-
ciavel, mas recusam a sua extensio a todo o dominio do parametro. E justificam-se:
«By supposing that to a sufficient approximation the prior follows the form (1.2.17)
or (1.2.18) [no caso presente (1.40) e (1.41) respectivamente] only over the range of
appreciable likelihood and that it suitably tails to zero outside that range we ensure
that the priors actually used are proper. Thus, by employing the distribution in a
way that makes pratical sense we are relieved of a theoretical difficulty» [Box e
Tiao (1973)].

Neyman [veja-se Barnett (1982)] conta-se entre os que nio aceitam o emprego
de distribuicdes a priori improéprias e vai mesmo ao ponto de considerar como
«saida facil» da analise bayesiana a ideia de representar a ignorancia a priori de
uma maneira formal. Cornfield tentou de principio defender as distribuicdes
a priori improéprias, chamando-lhes «func¢des iniciais», mas acabou por conside-
rar o seu uso pouco satisfatorio.

A favor ou contra, interessa estudar rapidamente a justificacio dada por Jeffreys
a (1.40) e (1.41).

4 «Distribui¢io» uniforme em (—co, +00).
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No caso (a), sendo 6 um pardmetro de localizacéo, a distribuicdo a priori deve
ser invariante para transformacoes da forma A = a + f0; é o que de facto sucede
com (1.40) pois dA o df. Chega-se a mesma conclusao estabelecendo que, para
um parametro de localizacdo, todos os intervalos (a,a + A) devem ter a mesma
probabilidade a priori para qualquer A dado e para todo o a.

No caso (b), sendo 8 um pardmetro de escala, a distribui¢io a priori deve ser
invariante para transformacdes da forma A = 8"; é o que sucede com (1.41) pois
dA = n0"'df, donde dA/A o df/0. Chega-se 2 mesma conclusio estabelecendo
que, para um parametro de escala, todos os intervalos (a, ka), devem ter a mesma
probabilidade a priori para qualquer x > 1 dado e para todo o a > 0.

A invaridncia em relacéo a transformacdes do tipo A = 8" é importante por-
quanto a escala pode ser parametrizada, por exemplo, através do desvio padrio, o,
através da varidncia, o2, através da precisdo, n = 1/0%, etc. Adoptando (1.41)
tem-se que as distribui¢des a priori sio da mesma forma e coerentes entre si:
do /o o« do?/o* o dn/n.

Quando 0 = (y, o), onde p é um parametro de localizagdo e o um pardmetro de
escala, nomeadamente numa distribuicio Normal, N(y, 0°), a sugestio de Jeffreys
consiste em considerar y e o independentes e em combinar (1.40) e (1.41):

h(0) = h(p,0) oc (1/0) dudo. (1.42)

As propriedades de invariancia que conduziram a (1.40) e (1.41) foram generaliza-

das por Jeffreys.
Seja, com X ~ f(x6), J(0) a quantidade de informacéo de Fisher,
alog f(x10)\’
10 = [ (P2 sl
x 20
(1.43)
d*log f(x|0)
__ LC <—392 ) F(x|0)dx,
bem conhecida da desigualdade de Cramér-Rao. Alternativamente,
dlog f(X10)] 9" log f(X|0)
0)=E{| ——— =—E————. 1.44
J(6) {[ i P (144)

Introduzindo como distribuigéo a priori,
h(6) o« [J(O)]'*, (1.45)

pode mostrar-se que se o investigador resolve parametrizar o modelo em termos
de A = A(6), onde A é uma funcio biunivoca e derivavel, e toma como distribuicio
a priori,

h(2) o [JM]V2, (1.46)
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entao,

[J(O)]'/2d6 = [ J(D)]"/2dA; (1.47)

quer dizer, as distribui¢des a posteriori sdo analogas e as inferéncias delas decor-
rentes equivalem-se.
A demonstracdo de (1.47) é facil. Escrevendo, para simplificar, f = f(x|0),

tem-se,
dlog f dlogfda
90 oA db’

e[} 5] ()

Exemplo 1.27 — Seja X ~ N(u, o?). Suponha-se o conhecido; vem,

donde sai,

e finalmente (1.47).

1 (x — p)?
log f =1lo - ,
gf g(am) 52
donde,
dlog f x—p
oy o’
© 2
ol X — p)?
](,u):E{[ ng] §:E{Q§: constante,
o ot

E-se, portanto, reconduzido a (1.40), h(u)du o< dpu, por (1.45).
Suponha-se p conhecido; vem,

al;’gf =—(1/0) + (x — /o,

(e}

o log,f = (1/0%) = 3(x — p)? /",
Jdo

donde,
J(o) =2/d?,
que conduz precisamente a (1.41) depois de notar (1.45).
Com p e o desconhecidos o pardmetro é bidimensional, (¢, 0), e em vez da

quantidade de informacao tem-se a matriz de informagao, J(y1, 0); a distribuicéo a
priori é entdo construida com o respectivo determinante,

h(p, o) o |J(p, o) 2, (1.48)
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onde,

_Egaz logf} _E{az logf§

ou? oo
J(p,0) = :
{8210gf} {azlogfg
—E —E
oo do?

O calculo do determinante e da respectiva raiz quadrada conduz a distribuicdo
a priori,

h(p, 0)dpdo o (1/0*)dudo, (1.49)

que Jeffreys rejeita em favor de (1.42) por sustentar que a priori y e o devem con-
siderar-se independentes. [

Zellner (1971) trata o problema da ignoréncia a priori no contexto da teoria da
informac#o. Utilizando a medida de Shannon pode dizer-se que a informagio dada
pela observagdo de X ~ f(x|0), com um dado 0, é,

1,0) = L x| O)[log fx|0)] dx;

considerando todos os possiveis valores de § ponderados pela respectiva distribui-
cdo a priori tem-se a informacdo média fornecida por X,

I;= L) I:(0)h(6) d6.

Por sua vez, a informacéo a priori contida em h(f) é medida por,

I, = L h(0)[log h(0)] dO:

a diferenca,
G= If - Ih’

representa o ganho em informacdo conseguido com os dados, em média. Uma
distribuicéo a priori com «informacio minima» é entdo aquela que, para um dado
f(x|6), maximiza o ganho em informacéo.

A exemplificagdo com a distribui¢do Normal conduz precisamente a (1.40),
(1.41) e (1.42), consoante os casos. Nestes casos pode dizer-se que a distribuicao
a priori ndo informativa é a que fornece informacio minima.

Jeffreys e Zellner séo dois nomes de uma longa lista de proponentes de técnicas
para produzir distribuicdes a priori nio informativas*. De facto tem de aceitar-se

# Veja-se Berger (1985) para maior desenvolvimento e, nomeadamente, para a aplicagio no contexto
do conceito de entropia.
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que em geral existe uma larga classe de distribuicdes a priori ndo informativas logi-
camente plausiveis [uma situacdo em que a escolha parece ser natural é abordado
na seccéo 5.5].

Exemplo 1.14 — Continuagdo. Ao introduzir este exemplo disse-se que nio era
pacifico tomar a distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1] como distribuicéo a priori
ndo informativa para o pardmetro, 6, da binomial. Na verdade conhecem-se, ou
melhor, foram propostas, quatro distribuicdes a priori ndo informativas plausiveis:

h(0) =1 [ja referidal,
hy(0) =67'(1-6)7",
hy(0) o [6(1 - 6)]71/2,

h,(0) o 6°(1 — )9,

Das quatro, apenas h,(0) é impropria. Para mais pormenores veja-se Berger
(1985). OJ

O embaraco na escolha de uma distribuicdo a priori ndo informativa pode
ser mitigado considerando que tal escolha (dentro da classe das plausiveis) rara-
mente afecta de forma significativa a solugéo do problema envolvido. Se tal ndo
sucede deve haver motivo para empregar uma distribuicéo a priori subjectiva do
tipo adiante considerado.

Outro aspecto embaracoso decorre de as distribui¢des a priori ndo informativas
serem quase sempre obtidas por métodos — veja-se (1.45) e (1.48) — que dependem
da estrutura experimental [Berger (1985)], isto é, envolvem a integragio sobre o
espaco da amostra, ndo estando portanto o seu emprego em consonincia com o
principio de verosimilhanca.

Confunde-se, por vezes, as distribuicdes a priori ndo informativas com as dis-
tribui¢des que traduzem um conhecimento a priori vago ou difuso, talvez porque
na pratica as conclusdes a que se chega nos dois casos sdo muito semelhantes.
No entanto h4 uma diferenca importante; as segundas referem-se a situacdes em
que néo é razoavel sustentar que existe ignorancia a priori mas em que a informa-
¢do dada pela amostra é de tal forma dominante que a distribui¢do a posteriori é
praticamente proporcional a func¢éo de verosimilhanca.

O efeito do «esmagamento» da informacio a priori pela informacio amostral é
descrito por Savage como o principio de medicao precisa [se no Ex. 1.15 se tomar o
muito pequeno e 7 muito grande, tem-se um caso de medicéo precisa]. O principio
de medicéo precisa ou estimagio estavel é referido um pouco adiante.
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[3] Distribuigoes subjectivas
Ao estudar a construcéo das distribui¢des a priori subjectivas convém adaptar uma
perspectiva mais ampla aplicavel a qualquer variavel aleatoria, represente ou nao
um parametro.

Comeca por tratar-se o caso em que © é finito, © = {6,,6,, ...,0,}. O problema
consiste em avaliar,

h(6,) = probabilidade subjectiva de ser 0 = 6;

isto é, consiste em quantificar a incerteza que um dado individuo (investigador,
decisor, etc.) associa com os diferentes valores de . Obviamente, h(6})) = 0,
Sh(@) = 1.

Uma probabilidade subjectiva ou personalista representa o grau em que um
individuo coerente acredita num dado valor de um parametro ou de uma variavel
aleatoria, na realizacdo de um dado acontecimento ou na veracidade de uma dada
proposicdo. A coeréncia significa, como ja foi dito, que esse individuo ao avaliar
ou declarar probabilidades subjectivas o faz sem introduzir qualquer contradicdo
fundamental entre essas probabilidades.

Evidentemente, a maneira mais facil de obter probabilidades subjectivas con-
siste em perguntar directamente ao individuo; é o chamado método directo. Um
individuo com algumas luzes sobre probabilidades pode em certos casos exprimir,
por meio de um nimero compreendido entre 0 e 1, o grau de credibilidade que
atribui a cada valor da variavel aleatoria ou a cada um dos acontecimentos de um
dado conjunto.

Por vezes a tarefa de avaliagio é facilitada se a atitude do individuo é revelada
em termos de vantagens relativas ou «chances» relativas. Se © = {6,,6,, 65}, por
exemplo, o individuo pode declarar que a vantagem relativa de 6, em relagéo a
0, é de 3 para 1 e que a vantagem relativa de 6, em relacdo a 6; é de 2 para 1.
Assim, h(6,)/h(6,) = 3, h(68,)/h(6;) = 2; como, admitindo coeréncia, h(6;) + h(6,) +
h(6;) = 1, vem, por substituicio,

3h(6,) + h(6y) + (1/2)h(6,) = 1,

donde, h(6,) = 2/9, e, consequentemente, h(6,) = 2/3 e h(6;) = 1/9.

A avaliacio pelos métodos indirectos visa inferir as probabilidades a partir do
comportamento do individuo. Quer dizer, em lugar do inquérito directo, observa-
-se o comportamento em certas situacdes que envolvem lotarias, apostas, prémios
de seguro, etc. e procuram tirar-se conclusdes.

Um método indirecto muito simples emprega como padrio de referéncia uma
urna equivalente. Suponha-se, ® = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, e considere-se = 3. Imagine-
-se uma urna com 1000 bolas, brancas e pretas, fisicamente idénticas, em que a
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proporcéo de brancas e pretas pode ser controlada substituindo brancas por pretas
ou pretas por brancas. Em dada altura em que o individuo conhece a composicéo
da urna é-lhe pedido para optar por uma das seguintes apostas:

Aposta A: O individuo ganha 1000$ se sair 6 = 3 e néo ganha nada se for 8 # 3.

Aposta B: O individuo ganha 1000$ se a bola extraida ao acaso da urna for branca
e ndo ganha nada se for preta.

Se a urna contém apenas bolas pretas é 6bvio que o individuo prefere certamente a
aposta A. Agora, se as bolas pretas forem sendo substituidas uma a uma por bolas
brancas e se apds cada substituicdo o individuo é inquirido para declarar a sua
preferéncia, é natural que em dada fase o individuo fique indiferente entre as duas
apostas. Isso, é claro, antes de chegar ao ponto em que todas as bolas pretas foram
substituidas por bolas brancas caso em que a aposta B é certamente preferida a
aposta A.

Se, por exemplo, a situacdo de indiferenca é atingida quando hé4 na urna 750
bolas pretas e 250 bolas brancas, entende-se que o individuo atribui ao valor 8 = 3
uma credibilidade ou probabilidade subjectiva, h(3) = 250/1000 = 0,25. Repetindo
o exercicio com os outros valores de 6 pode eventualmente chegar-se a uma distri-
buicao subjectiva sobre ©. Quando néo se tem Xh(f) = 1 é porque existe incoerén-
cia e o processo tem de ser repetido. Outra forma de testar a coeréncia é pedir ao
individuo para em face das duas novas apostas,

Aposta A*: o individuo ganha 1000$ se for 8 < 3 e ndo ganha nada se 6 > 3;

Aposta B*: o individuo ganha 1000$ se uma bola extraida ao acaso da urna for
branca e ndo ganha nada se for preta,

declarar o numero de bolas brancas no ponto de indiferenca. Se esse nimero nao
for igual a 1000[A(0) + h(1) + h(2) + h(3)], o individuo néo esta a ser coerente e ha
que retomar o exercicio.

Repare-se que a operacionalidade deste método, e de outros que a seguir se
apresentam, depende da possibilidade de observar o valor de 6.

No método das lotarias supde-se que o individuo é confrontado com a seguinte
aposta ou lotaria.

Lotaria: o individuo ganha 1000$ se for § = 5 e nao ganha nada se for 6 # 5,

e é chamado a declarar qual a quantia certa, seja Q$, tal que lhe é indiferente
participar na lotaria ou receber imediatamente Q$.
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A hipdtese em que se baseia a aplicacdo do método é a de que Q$ designa o
valor monetario esperado da lotaria, isto é,

Q$ = p-1000$ + (1 — p) - 0%,

donde,
o
p= 10008
valor que é tomado como probabilidade subjectiva de obter o prémio de 1000$ ou
seja, p = h(5). E analogamente para outros valores de 6.

Uma das principais criticas feitas aos métodos indirectos descritos advém do
emprego de terminologia derivada dos «jogos de azar» e sobretudo da possibili-
dade de o comportamento do individuo ser determinado, ndo apenas pelos seus
graus de credibilidade, mas também pela sua atitude em relagéo ao risco, isto é,
maior ou menor propensao a arriscar ou jogar. Alguns aspectos da questdo sdo
retomados a propdsito da Teoria da Utilidade.

Considere-se agora o caso em que © ¢ infinito continuo,

O=1{0:0<0<0"),

onde pode ser 8’ = —oco e/ou §” = +oco. Neste caso a distribui¢do a priori pode
ser caracterizada por uma funcéo de densidade de probabilidade, h(6), ou por uma
funcéo de distribuicao, H(6).

O método do histograma é bastante intuitivo. Consiste em subdividir ® em
intervalos, determinar a credibilidade atribuida a cada intervalo, ajustando final-
mente uma funcéo de densidade ao histograma assim construido. Trata-se de um
processo grosseiro que pode dar bom resultado quando néo ha grande exigéncia
em relagdo a distribuicdo a priori. Os dois maiores inconvenientes sio: (1) con-
duzir, por vezes, a distribui¢des a priori dificilmente manuseaveis; (2) conduzir a
distribuicdes a priori sem abas.

No método das alturas relativas comeca por pedir-se ao individuo que indique
o valor de 6 que considera mais credivel ou provavel. Suponha-se que o individuo
indica como valor modal, 6,. Em seguida inquire-se quais sdo, no entender do
individuo, os valores abaixo e acima de 6,, com credibilidade igual a metade da
credibilidade de 6,. Admita-se que,

h*(0,) = h*(6,) = (1/2)h" (&),

0, < 6, < 6,, onde se escreveu h* em vez de h para indicar que nio se trata ainda de
uma funcéo de densidade. Depois pode obter-se do individuo a indicacdo de que,

h*(0;) = h*(6,) = (1/Hh" (&),
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0; <0, <8, <8, <0, e, finalmente, depois de mais algumas inquiricdes do mesmo
estilo, pede-se a indicacédo de 8" e de 6" tais que,

h*(6") = h*(6”") = 0.

Considerando provisoriamente h*(6,) = 1, pode tracar-se uma curva suave pas-
sando pelos pontos, (¢’,0), (65,0,25), (6;,0,5), (6,,1), (6,,0,5), (6,,0,25) e (6”,0).
Ajustando a escala das ordenadas de modo a que a area total venha igual a 1, tem-
-se uma estimativa de h(0).

Quando © nio ¢ intervalo finito, em particular quando ® = (—co,+), 0
método das alturas relativas, tal como o método do histograma, estabelece o com-
portamento aproximado de h(6) num intervalo finito, ficando por definir o que se
passa nas abas. Ao ajustar a escala importa portanto nio esquecer a credibilidade
de cada uma das abas.

A proposta de uma dada forma funcional é talvez o método mais usado. Se o
individuo tem alguma ideia sobre a forma da distribuicdo a priori, por exemplo
0 ~ N(u,7?), para especificar completamente a distribuicdo pode tentar obter-se

2, Em geral é mais

do individuo uma opinido sobre a média, y, e a variancia, 7
facil dar uma opinido sobre a média do que sobre a varidncia (ou precisdo). Nesse
caso pode inquirir-se do individuo quais sdo os valores equidistantes da média,
sejam p + A, que no seu entender compreendem 50% da credibilidade total ou
probabilidade total (em vez de 50% pode fazer-se o ensaio com 90% ou 95%). Se a

resposta for A = 10, tem-se como ¢é sabido,
p+10 = p+0,6757,

donde a estimativa 7 = 15.

No Ex. 1.15 foi referido um caso em que o investigador considera como razoéavel
uma distribuicéo a priori Beta, h(6) = [B(a, f)]716*~ (1 — 0)’ !, com média 0,8 e
variancia 0,01. Como, neste caso,

o

a+p

af

Ei6} = (a+ B a+ p+1)

Vi) =

tem-se ¢ = 12e f = 3.

O método dos quantis esta voltado para a determinagio da funcéao de distribui-
¢do. Recorde-se que com 0 < a < 1, 6, é o quantil de ordem @ se H(8,) = a, isto é,
se o acontecimento 8 < 6, tem credibilidade a. Suponha-se, para concretizar, que
0 designa a inflagdo no proximo ano e que se trata de inquirir um dado economista.
O método processa-se, por exemplo, nas seguintes fases:
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(1) Comeca por pedir-se ao economista para indicar um valor de 0, seja 0,5,
tal que H(6y5) = 0,5, isto é, um valor tal que para o economista é tao
provavel uma inflacdo inferior a 65, como uma inflacdo superior a 6 5.
Suponha-se que indica 6 5 = 10%; entdo, 10% é a mediana da distribuicao e
H(10%) = 0,5.

(2) Pede-se depois para indicar dois valores de 0, sejam 6,5 e 6,5, tais que
H(55) = 0,25 e H(fy75) = 0,75. O 1.° quartil, 6,5, ¢ um valor tal que
para o economista é tdo provavel que a inflagdo esteja no intervalo (6’, 6, ,5)
como no intervalo (625,60 5,). O 3.° quartil, 6,5, é tal que para o econo-
mista é tdo provavel que a inflacdo esteja no intervalo (6, 5, 6 75) como no
intervalo (6, 5,0"). Suponha-se que indica, 6,5 = 7% e 075 = 12%; entao,
H(7%) = 0,25 e H(12%) = 0,75.

(3) Finalmente (pode ainda haver fases intermédias) pede-se para avaliar os limi-
tes 8" e 8”, entre os quais, na sua opinido, deve a inflacdo situar-se quase
certamente. Se indica 5% e 15%, tem-se H(5%) = 0 (ou = 0,01), H(15%) = 1
(ou = 0,99).

Realizadas as trés fases referidas fica-se com 5 pontos da imagem da fungéo de
distribuicdo a priori. Ajustando uma curva suave a esses pontos fica-se com uma
ideia aproximada de H(0).

A analise dos métodos descritos permite ter uma ideia das contigéncias que
cercam a determinacdo da distribuicdo a priori subjectiva. E repare-se que até
agora se considerou 0 escalar. Se 8 é um vector, essa determinagdo complica-se
muito quando as respectivas componentes nao possam considerar-se independen-
tes. Se tal sucede o método mais acessivel é o da forma funcional, em que se pro-
cura estimar os parametros (quanto mais parcimonia, melhor). Quando a dimensao
de 6 é pequena, por exemplo, com 0 = (0,,0,), é recomendavel comecar por deter-
minar uma distribui¢io marginal, seja h(0,), passando depois a distribui¢do condi-
cionada, h(6, | 6,), e obtendo finalmente a distribui¢do conjunta por multiplicacio.

Face as dificuldades que cercam a determinacdo das distribuicées a priori
compreendem-se melhor as criticas feitas aos procedimentos bayesianos, sobre-
tudo naqueles casos em que as inferéncias finais estdo muito condicionadas pela
validade das mesmas distribuicdes, isto é, em que a distribuicéo a posteriori é par-
ticularmente sensivel a variagdes dentro da classe de distribui¢des a priori consi-
deradas plausiveis.

Situacéo em que tal inconveniente se encontra grandemente esbatido é a que
foi referida por medigéo precisa ou estimacio estavel. A natureza incisiva da infor-
macéo experimental é posta por Edwards, Lindman e Savage (1963) nos termos
seguintes: «If observations are precise, in a certain sense, relative to the prior distri-
bution on which they bear, then the form and properties of the prior distribution have
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negligible influence on the posterior distribution. From a pratical point of view, then,
the untrammeled subjectivity of opinion about a parameter ceases to apply as soon
as much data become available». Os mesmos autores estudaram as condi¢cdes em
que a distribui¢éo a posteriori construida a partir da distribui¢do a priori uniforme
— propria ou ndo — era uma boa aproximacao da distribuicdo a posteriori cons-
truida a partir de uma distribuicéo a priori traduzindo adequadamente a atitude
do analista, mas de dificil eliciagdo.

Seja, h(0]x), a distribuicdo a posteriori correspondente a «exacta» distribui-
¢do a priori, h(#), e h*(0| x) a distribuigdo a posteriori aproximada obtida de uma
distribuicéo a priori uniforme (prépria ou impropria),

B0 x) = f(x10)/ L fGx10)d8, 0 < L Fx]6)d < oo

o teorema de Edwards, Lindman e Savage (1963) desenvolve-se nas seguintes linhas
gerais:
Considere-se um subconjunto do espa¢o dos pardmetros, Q C O, tal que,

Jh*(9|x)d9§1—a, 0fa<i; [A]
Q

na pratica deve ter-se & muito pequeno, por exemplo, & = 107, e, assim, o con-
junto Q indica uma parte de ® especialmente favorecida pelos dados.
Suponha-se, sendo m um nimero real positivo, que,

m<h@) <1+ pm, 6e€Q, [B]

B 2 0 (na pratica, 0,01 ou 0,05 sdo valores convenientes); a hipotese corresponde
a admitir que no conjunto Q a distribui¢do a priori tem uma evolug¢do quase
constante.

Suponha-se ainda que,

hO) < (1+y)m, 0eQ, [C]

onde Q é o complementar de Q, hipotese que corresponde a admitir que a distri-
buicdo a priori ndo assume valores excepcionalmente elevados fora de Q; valores
de y = 100a ou mais elevados podem ter de ser tolerados.

Finalmente defina-se ¢ pela relagéo,

a+f a+pf+ay +a(2—a+y)'

& = max , ;
{l—a 1+a+f+ay 1-«a

entao,

j|h(e|x>—h*(9|x)|dege,
(€]

i.e., a «distancia» entre h(0|x) e h*(0|x) é muito pequena.
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Na Fig. 1.12 ilustra-se o teorema.

h*(6]x)

1+ f)m

“— Q - 0

Fig. 1.12

Preocupacio semelhante?’ embora desligada das restricdes da estimacéo esté-
vel, levou alguns bayesianos subjectivos [veja-se Berger (1984)] a propor o con-
ceito de procedimento bayesiano robusto. O ponto de partida de tal concepcéo é
o pressuposto de que as distribuicdes a priori ndo podem nunca ser quantificadas
exactamente, porquanto s6 quando se dispde de tempo infinito se pode fazer uma
quantificacéo ou eliciagdo sem erros. Sendo assim deve trabalhar-se com procedi-
mentos bayesianos que se revelem satisfatorios para todas as distribuicdes a priori
consideradas plausiveis ao fim do esforco de determinacdo que foi possivel empre-
ender. O atributo robusto aplica-se, portanto, aos procedimentos que fornecem
bons resultados qualquer que seja a distribuicéo a priori dentro da classe das tidas
como plausiveis [o problema da robustez volta a referir-se na secgio 3.6].

As dificuldades nao se esgotam com o problema da sensibilidade. Um outro
problema que se depara é o seguinte: a aplicacdo de (1.16), fulcral para os procedi-
mentos bayesianos, depende, muitas vezes, da possibilidade de calcular o integral
(1.17), tarefa que pode nio ser pacifica*®. Para evitar bloqueamentos ou o recurso
a morosos calculos Raiffa e Schlaifer (1961) introduziram o conceito de familia con-
jugada de distribuicdes a priori.

47 Le., com a sensibilidade das distribui¢des a posteriori.
8 Por exemplo, se X ~ N(0,0%) e se 0 tem distribuicio de Cauchy, h(0]x) sé6 pode obter-se por
calculo numérico.
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Em termos genéricos o objectivo é permitir uma passagem «suave» as distri-
buigdes a posteriori e, a0 mesmo tempo, ter alguma percepgio do peso relativo da
informacéo a priori e da informacao amostral. A designacdo conjugada entende-
-se relativamente a familia, F = {f(x|0) : 0 € B}, especificada quando se elege a
variavel ou vector aleatorio a observar.

Concretamente pedem-se para uma familia conjugada as propriedades seguin-
tes [Hays e Winkler (1970)]: (1) facil tratamento matematico; (2) variedade;
(3) interpretacio acessivel.

A propriedade (1) esta na base da introdugéo do proprio conceito e resulta, alias,
de exigir que a distribuicéo a posteriori seja ainda membro da familia conjugada,
com vantagens patentes no exemplo seguinte:

Exemplo 1.28 — Se X ~ B(N;0), tem-se f(x|0) = (Q’)G"(l -ON-*, 0 = [0,1],
x =0,1,2,..., N. Quando a distribuicéo a priori é uma Beta,

h(6) = [Bla, P)I'6* 11 -60)"1, 0<0<1,
também a distribuicéo a posteriori é uma Beta,

h(0|x) o< f(x|0)h(O)
Cxea+x—1(1_9)ﬁ+N—x—l Oé@él,
= [B(O( + x,ﬁ + N — x)]—19a+x—1(1 _ 9)ﬁ+N—x_1'

A passagem a distribuicdo a posteriori foi extremamente facil porquanto, como
adiante se mostra, a familia Beta é conjugada da familia Binomial.

Por outro lado, se a seguir a X se resolve observar Y, X e Y independentes,
Y ~ B(N’;0), vem,

h(@|x.y) o f(y|6)h(6|x) <0<
o(9a+x+y—1(1_9)ﬁ+N+N’—x—y—1’ 0s0=1,

isto é, h(0| x,y) continua a ser uma Beta. [

Propriedade (2): dado que as distribuicdes a priori devem reflectir a informa-
¢éo inicial possuida pelo individuo antes de realizar a experiéncia, se a familia con-
jugada é muito limitada ou pouco flexivel pode acontecer que nenhum dos seus
membros seja capaz de traduzir a atitude do individuo em relacdo aos diferentes
valores de 6. Assim, convém que haja variedade, isto é, membros da familia com
diferentes médias, diferentes variancias, diferentes assimetrias, etc. A familia Beta
é exemplo tipico de familia variada no intervalo [0, 1].

Propriedade (3): se possivel, a familia conjugada deve permitir uma interpre-
tacdo do processo de passagem da distribuicdo a priori para a distribuicéo a poste-
riori. Esta propriedade nem sempre se consegue concretizar; existem, porém casos,
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em que se estabelece uma certa equivaléncia entre a informacéo a priori e a infor-
macéo obtida por amostragem de modo que a informacéo a posteriori aparece em
resultado da combinacéo das duas primeiras.

Exemplo 1.28 — Continuagdo. A observagio de X = x significa que em N provas
se obtiveram x «sucessos» e N — x «insucessos». Analisando os pardmetros da
distribuicéo a priori e da distribuigéo a posteriori pode pensar-se que a informacdo
a priori equivale a o «sucessos» e f§ «insucessos» em « + f§ provas (é uma pseudo-
-amostra) e que a informagdo a posteriori equivale a « + x «sucessos» e f+ N — x
«insucessos» em a + f + N provas. Em esquema:

«Sucessos» «Insucessos» Provas
Informacéo a priori a B a+p
Informacéo amostral x N-—x N
Informacéo a posteriori a+x B+N-—x a+pf+N .0

Dada a familia, F = {f(x|6) : 6 € ©), importa investigar em que condi¢des
existe uma familia conjugada, seja #(F) = {h(0;y) : y € '}, onde cada h(6;y) €
#H(F) é indexado por um pardmetro, y € T, escalar ou vector e onde se h(0) € #(F)
[i.e., h(0) = h(B;Y,), o € T] também h(f| x) € #H(F) [i.e, h(0]|x) = h(B;y,), y, €T].

Se uma familia de distribuicdes, #, = {h(6;y) : y € I'], é tal que para todo o
par y,, v, €T existe y, € I, verificando,

h(8;y,) oc h(0; yp)h(6; 1), (1.50)

a familia diz-se fechada em relacdo a multiplicagio.

Considerando a relacio, h(0|x) oc f(x|0)h(0) e recordando a anélise feita no
Ex. 1.28 pode estabelecer-se a condi¢do em que existe uma familia conjugada de
F: para qualquer x € X, f(x|0) considerada funcdo de 6 no dominio © deve
ser proporcional a um dos membros de uma familia de distribui¢des fechada em
relacido a multiplicacio. A familia obtida nessa condigdo diz-se conjugada natural*
de F.

O seguinte teorema, que se refere ao importante caso em que X é uma amostra
casual de dimensdo, N, X = (X, X,, ..., Xy), mostra que o conceito de familia

conjugada natural tem estreitas ligacdes com o conceito de suficiéncia.

Teorema 1.1 — Se existe estatistica suficiente de dimensio fixa para F, entdo existe
familia conjugada natural de F.

% No presente texto foca-se apenas o conceito de conjugada natural. No entanto, o conceito de
familia conjugada é mais geral; por exemplo, como é evidente, a familia de todas as distribuicdes
é conjugada de toda e qualquer familia F!
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Dem. Suponha-se, sem perda de generalidade, que T é estatistica suficiente para
F com dimensdo fixa k = 1. Com x = (x;,%,,...,Xy), vem pelo teorema da
factorizacio,

fn(x10) = Gy[Ty(x).0]M(x),

onde se destaca a dimensdo da amostra. Fazendo Ty(x) = t e admitindo,

j Gy (£,0) d6 < oo,
(€]

entao,
h(0;t,N) = Gy(t,0)/ L Gy (t,0) db,
é uma funcio de densidade sobre © e, além disso,
h(0;t,N) oc Gy(t,0).
Considere-se a familia de distribuicdes,
#y={nO;t,N) : teR, N=1,2,..} (1.51)

admitindo que Ty(x) assume valores em R para todo o N. A familia #€, tem as
seguintes propriedades: (I) por construcio, f(x|6) o h(0;¢,N); (I) é fechada em
relacdo a multiplicacéo.

Para provar a propriedade (II) tomem-se duas amostras independentes; seja,
X = (x,%,...,%5), X' = (x],%5,...,x4), Tn(X) = ¢, Ty (') = 1/, X/ = (xxX'),
Tnen (X7) =17

Como as amostras sdo independentes,

fruan (X7 10) = fy(x[0) fy. (X" 0); (1.52)

em face da suficiéncia de T(X), de que Ty, Ty € Ty.,n- S30 versdes para as dimen-
sOes amostrais em indice,

Fu(x10) ox Gy[Ty(x), 0] o h(0: £.N),
fN’ (X, | 0) (o6 GN' [TN/ (X/), 0] [0 h(@, t/,N/),
Inen (X7 10) o< Gy gy [Tyne (x7), 0] o< h(6;t”,N + N’).

Finalmente, de (1.52),
h(6;t”,N + N’) o h(0;t,N)h(0;t',N"),

COmO era necessario provar. O s°

% O simbolo (IO indica que a demonstragio foi concluida ou que terminou o enunciado do teorema.
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A familia conjugada, #,, obtida no quadro do teorema anterior — veja-se (1.51)
— peca por demasiado restrita; na pratica é mais conveniente trabalhar com uma
familia mais ampla, admitindo, designadamente, que o pardmetro correspondente
a N pode assumir valores nio inteiros. Reconsidere-se o Ex. 1.28: a familia &€, é,
nesse caso,

F={B(x+1,n—x+ D1 -V, N=1,2,..,0<x< Nk
é, no entanto, preferivel empregar a familia completa das Betas,
3 = {[B@p] 60" '(1 -6y >0, > 0},

como familia conjugada (de futuro omite-se a designacdo natural) da Binomial.
Evidentemente, &€, é uma subfamilia de #€.

A arbitrariedade na parametrizacdo do modelo F, que como ja foi dito suscita
problemas quando pretende caracterizar-se uma posicao de partida nao informa-
tiva, implica a ndo unicidade da familia conjugada de um processo amostral. Por
exemplo, quando se recolhem amostras de um processo Normal (suponha-se a
média conhecida para facilitar) parametrizado pela variancia, o2, a familia conju-
gada é a Gama Inversa; se o processo é parametrizado pela precisdo, n = 1/0%, a
familia conjugada é a Gama.

As familias conjugadas podem definir-se de forma mais geral [veja-se Dickey
(1982)]; no entanto, a existéncia de uma estatistica suficiente de dimensio fixa
conduz a familia conjugada natural.

Ha duas familias de distribuicdes que admitem estatisticas suficientes de dimen-
sdo fixa: a exponencial (ou regular) e a no regular.

A variavel aleatoria, X, tem distribui¢do da familia exponencial uniparamé-
trica® quando,

f(x[6) = C(0) exp{Q(O)R(x)IH (x),

onde C(0) e Q(0) sio funcgdes reais em © e R(x) e H(x) sdo fun¢des reais em R
e o conjunto, {x : f(x|0 > 0}, ndo depende de 0. Para uma amostra casual de

>! A familia exponencial uniparamétrica contém subfamilias bem conhecidas: a Binomial, a Poisson,
a Normal (variincia dada), etc.
Diz-se que a variavel alealéria, X, tem distribui¢do da familia exponencial k-paramétrica quando,

k
f(x]6) = C(O) exp jZ Q) Rj(x)} H(x),

onde C(0) e Q;(0) sido fungdes reais em © e R;(x) e H(x) sdo fungdes reais em R e o conjunto,
{x : f(x|6) > 0}, ndo depende de 6.

A Normal pertence a familia exponencial biparamétrica.

Na distribui¢éo exponencial k-paramétrica dim {0} < k, podendo 6 ser escalar.
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dimensio, N, tem-se,
fx16) = [CO]Y exp{QO)ZR(x)ITH (x,).

Como facilmente se verifica, tomando uma distribuicdo a priori da forma,

h(0) o [C(O)]* expiQ(0)},

a distribuigéo a posteriori tem ainda a mesma forma,

h(| x) o [CO)]* ™ exp{Q(O)  + ZR(x)]},

A construcdo da familia conjugada é portanto imediata. Os hiper-parametros da
distribuicéo a priori sdo « (correspondente a dimensao da pseudo-amostra inicial)
e f ( correspondente ao valor da estatistica suficiente minima, XR(x;), assumido na
pseudo-amostra inicial).

Nas expressdes acima considerou-se o caso uniparamétrico; a adaptacdo ao
caso k-paramétrico é imediata.

A familia nédo regular é composta por distribui¢des do tipo,

f(x]0) = C(OH(x), Q1(0) <x <Q,(0),
com,

,(0)

[CO] " = JQ o H(x)dx.

Qualquer que seja a dimensao da amostra, T = [min(X;), max(X;)], é estatistica
suficiente minima de dimensdo dois. Um pouco adiante refere-se a familia con-
jugada da distribui¢do uniforme, sem duvida a subfamilia mais simples da fami-
lia néo regular; para estudar casos mais gerais pode consultar-se o trabalho de
DeGroot (1970).

Seja #(F) = {h(0;y) : y € T} a familia conjugada de F. Quando,

h(®) = h(6:y,) e h(0]x) = h(6:v1), Yo.11 €T,

0 mecanismo bayesiano que consiste na passagem da distribui¢io a priori, h(0),
para a distribuigéo a posteriori, h(0 | x), pode representar-se simbolicamente,

F
Yo = 1 (1.53)

destacando o papel representado pela experimentacédo, isto é, pela familia F.
A (1.53) pode dar-se a forma alternativa,

F
Yo——Y + W — o) (1.54)
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onde y; — ¥, exprime a variagio sofrida por y, em resultado da informacéo decor-
rente do processo de amostragem. Note-se que (1.54) permite avaliar em certo
sentido o peso da informacéo a priori relativamente a informacdo experimental.

Exemplo 1.28 — Continuagao. No caso do Ex. 1.28 tem-se,
F={(N)erQ-0~N "~ : 0€elo,1]}
Como é de prever e adiante se confirma, a familia conjugada é a Beta,
H(F) ={h(0;y) : y €T},
com,
h(B; ., B) = [flap)]16° (1 -6,
e,y =(p),T={ap):a>0,p>0}
Suponha-se h(0) = h(0; &y, By), isto é, y, = (@, B,); da analise feita no Ex. 1.28,
vem, h(0|x) = h(0; &, + x, B, + N — x). Logo,
F
(a9, fp) — (@ +x, fy + N — x),
ou ainda,
F
(a9, Bp) — (o, fp) + (x, N — x),

como se representa na Fig. 1.13.

p

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, (g +x, 0+ N—x)

- 7 T T T = (0!0,,[30)
|

Fig. 1.13
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Vo indicar-se seguidamente alguns casos importantes de familias conjugadas;
paralelamente apresentam-se as expressdes de E{0 | x} e de V{0|x} que sdo de uso
frequente na teoria da decisdo.

Distribui¢do de Bernoulli. Com X; LLD., X; ~ B(1;6) — distribui¢io de Bernoulli
—i=1,2,...,N, vem,

fx|) =01 -0)N", 0<0L 1.
e sabe-se que T = XX, é estatistica suficiente para 6. Assim,
f(x|6) o 6'(1—N ",

e conclui-se imediatamente que a familia conjugada é a Beta, pois, como é de facil
verificacdo, é fechada em relacdo a multiplicacdo. Assim, se,

h(0) = h(6;a, B) o< 6“1 (1 — )P 1,

vem,
h(0]x) o< h(G;a +t, f+ N —t) ac 0*F171(1 — )P PN 1= 1

Repondo os x; e calculando a constante, sai,
h(0|x) = [B(ax + 3x;, p+ N — Zx)]| 7107+ >~ 1(1 — )+ N—3x -1, (1.55)
distribui¢do que tem média,

o+ 2x;

E{0|x} = m,

(1.56)

e variancia,

(@ +2x)(B+ N —3x)
(a+B+N (a+p+N-1)

Distribui¢do Binomial. Obtém-se imediatamente do caso anterior fazendo
X = 2X,. A familia conjugada é ainda a Beta (veja-se Ex. 1.28).

Distribui¢do de Poisson. Com X; LLD., X; com distribui¢do de Poisson, i = 1,
2,..,N,

Vig[x} = (1.57)

67N 0 02){,»
Ix;!

Sendo T = XX estatistica suficiente para 6,

f&x10) =

f(x]6) o e N,
e a familia conjugada é a Gama por ser fechada em relacdo a multiplicacio. Assim,

h(0) = h(0; a, B) o< e 0gh-1
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h(0|x) = h(0;0 + N, B+ 1) oc e @+ NWgh+t-1,

repondo os x; e calculando a constante, sai,

h(@|x) = (%)e*“mé)@ﬂ”xf—l, (1.58)
com média e variancia, Bz
Xi
E{0[x} = TN (1.59)
V{0 |x} = (f{:—lz\;;iz. (1.60)

Distribui¢do Exponencial Negativa. Quando X; L1D., X; com distribuicdo expo-
nencial negativa,
f(x|0) =0Ne % 9>0,x >0,

a familia conjugada é ainda a Gama. De facto, T = XX é estatistica suficiente para
O e,
f(x]6) oc 79N,

Tomando,
h(6) = h(6;a, p) o e 9P ~1,

vem,
h(6|x) = h(B;a +t, f+ N) oc e"@+D0ph+N—-1

donde,

(o + Zx;)P+N

h(e"‘):( T+ N)

)e(a+2x[)96ﬂ+N1, (161)

f+N

a+2x
N
V{0 |x} = (aﬁ:Tl)? (1.63)

Distribui¢do Uniforme. Quando X; L1D., X; ~ U(0,0), tem-se,

E{|x} = (1.62)

fx|0) =0V, 6>0,0<x <06,

e T = max(X;) é estatistica suficiente para 6. Tome-se a priori uma distribuicio
de Pareto,

h(0) = h(0;0,, @) = a(65/0°*Y), 0> 0y, a >0,
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ou,

h(B; 6p,a) oc 6~@+ D,

Vem,
h(0|x) = h(6; 6}, + N) g-l@+N+D g5 05,

onde ) = max{6,, max(x;)}. Escrevendo a constante,

(a + N)gge*N

h(@|x) = JaNT 0> 6,
+ N)G;
E{9|X}:u,
a+N-1
+ N)&;?
Vi x} = (a )6;

(@+N-1)*(a+N-2)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

Distribuicdo Normal (Variancia dada). Quando X; L1D., X; ~ N(0,0?), facil-

mente se obtém,

f(x]0) o exp{—N(x — 0)*/2052}.

Sabe-se que T = X é estatistica suficiente para 6. Tomando para distribuicio

a priori uma Normal, h(0) = h(0; u,7?) = N(u, %), a analise desenvolvida nos

Ex. 1.15 e 1.16 mostra que a distribuicdo a posteriori é ainda Normal, h(f|x) =
h(®; i’,t’*), com y’ dado por (1.30) e 7’* dado por (1.31). A familia conjugada da

Normal (Variancia dada) é portanto a prépria Normal.

Distribui¢do Normal (Média dada). Tem-se, parametrizando em termos da pre-

cisdo, n =1/0?,
f(x|n) o N2 exp{—[2(x; — 6)* /2]n}.

Se a distribuicéo a priori for uma Gama com parametros a, > 0, f, > 0,

h(n) = h(; o, ) o exp{—agninfo 1,

vem, a posteriori,

h(n|x) = h(p; o, By) o exp{—[ay + Z(x; — 0)? /2]pipfo + N/D =1,

que se trata de uma Gama com parametros,
a =+ 2(x — 0)*/2,

N
/31:/30"‘?‘
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Portanto, a conjugada da Normal (Média dada) é a Gama.

Se a parametrizacdo for feita em termos do desvio padrio (ou da variancia) a
conjugada é a Gama Inversa [veja-se Raiffa e Schlaifer (1961)].

Distribuicdo Normal. Com X; ~ N(0,77"), toma-se a priori, h(6, 1) = h(0|n)h(n),
com (6| n) Normal e h(n) Gama, caso em que a distribuicdo conjunta se diz Normal-
-Gama. Mostra-se [De Groot (1970)] que a distribuigio a posteriori é ainda uma
Normal-Gama.

1.7 Decisao Estatistica

Apesar de o homem ser chamado diariamente a tomar decisdes, s6 muito recen-
temente os problemas que estas suscitam comecaram a ser tratados segundo uma
Optica cientifica. Para evitar qualquer mal entendido importa especificar em termos
precisos no que consiste a atitude cientifica relativamente a tomada de decisdes.

Primeiro, a teoria que vai desenvolver-se diz respeito a decisdo individual e ndo
de grupo. A diferenca entre deciséo individual e de grupo é funcional e néo socio-
-biolégica: qualquer decisor, seja individuo ou organizacéo, do qual se pode pensar
que tem propdsitos ou objectivos unitarios, deve tratar-se como um individuo.

Segundo, a teoria que vai estudar-se néo pretende substituir o decisor — nor-
malmente um individuo dotado de personalidade — mas, sim, fornecer um con-
junto de regras que auxiliem o decisor. Como essas regras devem ser fundamenta-
das na logica e na razéo é evidente que tém de ser despidas de quaisquer factores
emocionais.

Terceiro, a teoria que vai abordar-se é do tipo normativo — indica qual deve ser
o comportamento dos decisores coerentes — e néo do tipo descritivo — néo analisa
o comportamento concreto dos seres humanos quando tomam decisdes nas mais
variadas circunstancias.

Em termos muito gerais pode dizer-se que se esta perante um problema de
decisdo quando se torna imperioso escolher ou optar entre, pelo menos, dois cursos
de accdo. A necessidade de escolher significa: 1.°) ha que proceder a uma afectacéo
irrevogavel de recursos; 2.°) existem varias afecta¢des possiveis.

A primeira tarefa que o decisor deve efectuar consiste no arrolamento ou iden-
tificagéo de todas as acgdes possiveis. Os cursos de ac¢do alternativos que se abrem
ao decisor devem fazer parte de um conjunto construido atendendo as duas pro-
priedades seguintes: exaustividade — pode ser erro grave ignorar ou néo detectar
possibilidades — e exclusividade — convém evitar duplicacdes e afastar qualquer
comportamento que leve a escolher mais do que uma acgéo.

O conjunto de accoes possiveis designa-se por A; cada a € A representa uma
accdo diferente. O decisor tem for¢cosamente de escolher um a € A (exaustividade)
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e nio pode escolher mais do que um a € A (exclusividade). Quando A é finito,
escreve-se A = {a,, a,, ..., a,}.

A aparente simplicidade com que se descreve o arrolamento das accdes alter-
nativas ndo deve criar ilusdes; de facto, no estudo de problemas concretos, ao pro-
curar definir todos os caminhos depara-se, em regra, com enormes dificuldades de
ordem técnica. Importa também notar que «nada fazer» é quase sempre uma das
accdes possiveis.

As decisdes ndo sdo tomadas no «vazio»; um decisor quando considera qual-
quer uma das ac¢des atende normalmente aos diferentes «cenarios» ou «estados»
em que se pode apresentar o «meio ambiente» em que esta inserido. A descricdo
do meio nos seus aspectos alternativos pode revestir diversos graus de complexi-
dade; por exemplo, nos problemas empresariais envolve, entre outros, aspectos
sociais, econoémicos, politicos e tecnologicos. Casos ha, todavia, em que se conse-
gue identificar um conjunto de factores, de sistemas ou de circunstancias particu-
larmente relevantes.

A designacdo «estados da natureza» encontra-se consagrada e supde-se corres-
ponder a variedade de circunsténcias, situacdes ou acontecimentos susceptiveis de
caracterizar o meio envolvente em que o decisor se move. Supde-se, em geral, que é
viavel definir — de forma exaustiva e exclusiva —o conjunto de estados da natureza.

O conjunto de estados da natureza designa-se por ©; cada 8 € © representa
um estado diferente; concretiza-se sempre um 6 € © (exaustividade), e nunca pode
concretizar-se mais do que um @ € © (exclusividade). E 1til, por vezes, pensar que
o conjunto O representa as alternativas que se oferecem a «natureza». A definicdo
de © pode também revestir-se de grandes dificuldades de ordem técnica. Quando
© ¢é finito, escreve-se © = {6,,0,,...,06,}.

E licito pensar que a escolha exigida em qualquer problema de decisio depende
de uma avaliagdo das ac¢des em funcéo das consequéncias que arrastam e das pre-
feréncias do decisor por essas consequéncias. Somente interessam para o presente
estudo as escolhas feitas em condicdes de incerteza, isto é, sem o decisor conhecer
antecipadamente o «verdadeiro» estado da natureza.

O conjunto das consequéncias pode associar-se com o produto cartesiano,
© x A; cada par ordenado, (6, a), designa uma consequéncia, isto é, o resultado
da interac¢do de uma accéo, a € A, e de um estado da natureza, 6 € ©.

Exemplo 1.29 — Considere-se um produtor que acaba de vender uma peca a um
cliente e tem de decidir se procede ou nio a inspecc¢éo antes de efectuar a respec-
tiva remessa.

As acgdes sdo duas: a; — inspeccionar, a, — nio inspeccionar. Admita-se que
os estados da natureza sdo também dois: 6, — a peca estd em boas condigdes, 6, — a
peca esta em mas condicdes. Se o produtor resolve inspeccionar e a peca esta em
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boas condi¢des (ac¢do a; combinada com o estado 6,) a consequéncia, c;;, traduz-
-se pela satisfacdo do cliente e pelos custos decorrentes do trabalho de inspecgéo.
Apreciando as outras trés combina¢des obtém-se o quadro seguinte:

0;: peca em boas 0,: peca em mas
condigdes condicdes
a;: inspeccionar c11: cliente satisfeito mais cy1: procurar outra peca em
custo da inspeccéo boas condicdes mais

custo da inspeccéo

ay: ndo inspeccionar | cyo: cliente satisfeito c99: reclamacdo do cliente e
substitui¢do por outra
peca em boas condigdes

Ao considerar o quadro nédo se esquega que o problema é o produtor decidir
se inspecciona ou se vende sem inspeccionar sem saber em que reais condicoes se
encontra a peca. [Lindley (1971b)]. O

Do exemplo anterior, que ja deixa antever algumas dificuldades criadas pela
natureza das consequéncias, pode passar-se para casos bem mais complexos envol-
vendo a invalidez ou perda de vidas humanas ou, com muito menor gravidade,
traduzindo situacdes de faléncia ou quebra de «goodwill».

Para néo bloquear o desenvolvimento da teoria da decisdo ha que de algum
modo abrir caminho 4 avaliacdo ou quantificacdo das consequéncias. Podem, nesse
contexto, seguir-se dois métodos: (1) pressupor a existéncia de uma fungéio perca,
L(6,a), com dominio em © x A, e contra-dominio em R (os ganhos sdo percas
negativas), traduzindo em «escudos» o resultado para o decisor de tomar a ac¢éo a
quando o estado é 6; (2) investigar as condi¢des em que existe uma funcéo utilidade,
U(6, a), com dominio e contra-dominio como indicado para a funcéo perca e tal que,
designadamente, U(0,a) > U(0’,a") quando e s6 quando (0, a) é preferivel a (¢",a")
do ponto de vista do decisor.

A existéncia de funcéo utilidade e a sua relacdo com a funcio perca sdo ques-
toes a tratar no capitulo 2. O pressuposto (1) vai, no entanto, predominar daqui
por diante.

Quando os conjuntos A e O sdo finitos, a funcio perca, se existir, é equivalente
a matriz m x n, [L(0;, a;)], designada matriz perca.

Exemplo 1.30 — Um supermercado é abastecido diariamente com certo tipo de
artigo perecivel de procura aleatéria. Como estabelecer uma politica de aprovi-
sionamento que atenda a que no fim do periodo os artigos nao vendidos perdem
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grande parte do seu valor e que a procura nao satisfeita pode desviar os clientes
para outros pontos de venda?

Os estados sdo os diferentes niveis de procura, © = {0,1,2,...,n}, e as accoes
os niveis de aprovisionamento, A = {0, 1,2, ..., n} (supde-se que o decisor conhece
a procura maxima, n). Admita-se,

20—a) se 02=a,

L©.a) = 4(a—0) se 0<a,

isto é, que a perca resultante de cada unidade de procura nio satisfeita é de 2 e a
de cada unidade ndo vendida é de 4. A matriz perca tem o seguinte aspecto:

6 —- 0 1 2 n

0 0 2 4 2n

1 4 0 2 2n—1)
a— 2 8 4 0 2(n—2)

n 4n 4n—-1) 4n-2) .. 0

O

Exemplo 1.31 — O ensaio de drogas para detectar compostos com determinadas
propriedades biologicas é feito em laboratdrios especialmente equipados. Emregra,
duas ac¢des sdo possiveis, A = {a;,a,}, onde q, consiste em rejeitar o composto
quando se julga que tem pequeno ou nulo efeito e a, consiste em aceitar o com-
posto, embora provisoriamente, para o submeter a testes mais intensos. Por outro
lado, ©® = {6,,6,}, em que 6, corresponde a situacdo em que o composto tem real-
mente pequeno ou nulo efeito e 6, a situacdo em que o efeito é de facto significativo.
Com L, e L,; nimeros reais positivos, a matriz perca pode assumir, no caso pre-
sente, a forma,

o 6
ay 0 le
as L21 0

As consequéncias menos desejaveis sdo: (6,,a,) — as que resultam de aban-
donar o composto quando na verdade pode ser util; (6;,a,) — as que resultam de
continuar os ensaios com um composto desprovido de potencialidades. As deci-
sOes correctas conduzem a consequéncias que por hipotese nao implicam qualquer
perca [Dunnett (1972)]. O
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Na teoria da decisdo costuma distinguir-se entre decisdo sem dados e deciséo
com dados.

A decisdo sem dados implica a escolha de uma acc¢éo em face da fungéo perca
ou da matriz perca sem recorrer a experiéncias, observacdes ou dados estatisticos
que possam eventualmente reduzir a incerteza em relacdo aos estados da natureza.
A expressido sem dados dirige-se essencialmente a novas experiéncias ou observa-
cOes e ndo quer significar que a informacio anteriormente acumulada é posta de
parte ou ignorada.

A decisido com dados ou decisdo estatistica implica que o conjunto das ac¢des ter-
minais (conjunto A) deve combinar-se com as op¢des decorrentes da possibilidade
que se oferece ao decisor de realizar experiéncias. A colheita de informacéo estatis-
tica tem um nitido objectivo: melhorar o conhecimento sobre os estados para decidir,
se possivel, em posicdo mais vantajosa. A realizagio de experiéncias é vista como
espécie de «espionagem» exercida sobre a natureza e pode revestir varias modali-
dades; a mais corrente nos problemas que aqui interessam é a amostragem casual.

Existem fundamentalmente trés tipos de amostragem casual:

« amostragem de dimenséo fixa, em que o nimero de elementos da amostra é
predeterminado;

« amostragem dupla ou multipla, em que se prevé a recolha de duas ou mais
amostras, sendo a dimensdo de cada amostra e o nimero maximo de
amostras, seja K, fixado antecipadamente; a tiragem da k-ésima amostra,
2 £k £ K, depende dos resultados observados nas primeiras k—1 amostras e
da apreciacido dos mesmos segundo critérios também definidos previamente;

« amostragem progressiva ou «sequencial», em que o nimero de elementos
a observar nio é fixado antecipadamente; as observacdes sdo feitas uma a
uma e a realizacdo da k-ésima observacdo depende do resultado das primei-
ras k — 1 e da apreciacdo das mesmas segundo regras de paragem definidas
inicialmente.

A possibilidade de experimentagao torna necessario introduzir o conjunto, E, das
varias experiéncias admissiveis entre as quais o decisor tem de optar. No caso
mais simples, em que o tipo de experiéncia se encontra bem definido, por exemplo
amostragem casual de dimensao fixa, pode representar-se, E = {¢;, €;,,, ..., ex, ...},
onde ey corresponde a optar por uma amostra de dimensdo N; evidentemente,
e, corresponde a ndo fazer qualquer experiéncia (decisdo sem dados). A escolha
de um elemento e € E equivale ao planeamento de uma experiéncia ou inquérito
cujo custo deve logicamente fazer parte da economia do problema. Para o efeito
pode passar a operar-se com funcéo perca, L(6, a, e), definida no produto cartesiano
O x AxE.
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Para limitar o presente estudo ignora-se o custo da experimentacéo e considera-
-se que esta consiste sempre na amostragem casual com dimenséo fixa®®. Assim,
em termos gerais, o planeamento de uma experiéncia tal como aqui é entendido
tem dois aspectos:

« especificacdo da variavel ou vector aleatdrio a observar;
« fixacdo da dimensdo da amostra, isto é, do nimero de observagoes.

Devem destacar-se neste contexto os seguintes pontos: 1) nas situacdes reais as
possibilidades de experimentacio podem ser muito limitadas; 2) a dimensédo da
amostra deve ser fixada por compromisso entre o custo da experiéncia e o custo
das decisdes incorrectas; acontece porém muitas vezes que a dimensido Optima
depende do proprio estado e s6 por acaso pode ser fixada antecipadamente —
sa0 casos como esses que tornam vantajoso recorrer a amostragem multipla ou
a sequencial; 3) as consideracdes de ordem estatistica associadas ao planeamento
de experiéncias ndo sdo menos importantes que as que presidem a analise dos
dados produzidos.

A observacdo de uma variavel ou vector aleatério, X, s6 é relevante para um
dado problema de decisio quando o respectivo comportamento probabilistico
depende do estado 0, 8 € ©. Assim, quando 8 percorre o conjunto © — e néo é
por acaso que se adapta o mesmo simbolo para o conjunto de estados e o espago
do parametro — obtém-se uma familia de func¢des densidade de probabilidade ou
de probabilidade,

F={f(x]0) : 00O},

e reencontra-se (1.1). Quando isso for conveniente pode trabalhar-se com a familia
de medidas de probabilidade — (1.2) — ou de func¢des de distribuicdo — (1.3).

Feita a distin¢do entre decisdo sem dados e decisdo com dados importa con-
siderar alguns principios de decisdo. Advirta-se desde ja que o confronto entre

> Quer dizer, no presente texto nio se trata da chamada anélise preposteriori que diz respeito ao pla-
neamento ou escolha da experiéncia ou modalidade de inquérito; a designacéo deve-se aos bayesia-
nos e tem justificacdo no facto de envolver problemas anteriores a recolha dos dados. O objectivo
da analise preposteriori é minimizar o custo global que resulta de agregar o custo (ou perda) da
decisdo e o custo de conduzir e analisar a experiéncia ou inquérito.
Em geral pode escrever-se, L(0,a,e) = L(6,a,s, N), onde s é o processo de recolha e N o niimero
de observacdes; uma hipétese simples consiste em admitir que,

L(0,a,s,N) = L(0,a) + C(s,N),
ou,
L(6,a,N) = L(0,a) + C(N),

quando s = observar uma amostra de dimenséo fixa. No segundo caso a analise preposteriori
tem por objectivo determinar a dimenséo 6ptima da amostra [para a analise preposteriori Raiffa e
Schlaifer (1961) é uma boa referéncia].
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bayesianos e frequencistas se transporta para o campo da teoria da decisdo com
curiosos exemplos de coexisténcia.

Como as decisdes sdo feitas em condi¢des de incerteza, a perca em que se acaba
de incorrer, L(0,a), nunca é conhecida, pelo menos antecipadamente. Um proce-
dimento que se afigura coerente é o que consiste em minimizar a perca esperada
[ou maximizar a utilidade esperada — veja-se capitulo 2]. E preciso no entanto ter
em atencfo as diferentes versdes de perca esperada que sdo propostas no dominio
da deciséo.

Para um decisor bayesiano, no momento da decisio, em que conhece o resul-
tado da experiéncia, X = x, a Unica incerteza é a que diz respeito a . A «espio-
nagem» que consiste na observacido de X = x permite-lhe alterar o sistema de
credibilidade dos estados da natureza através da passagem da distribuigéo a priori,
h(0), para a distribuicéo a posteriori, i(f | x). Consequentemente interessa-lhe con-
siderar a perca esperada bayesiana ou risco a posteriori,

r.(a) = L L(,a)h(0 | x) db,

associado com cada a € A, escolhendo, se existir, a ac¢do a;, que minimiza r,(a).
[Note-se que na decisdo sem dados a perca esperada bayesiana assume a forma,
r(a) = f® L(0, a)h(0) dO]. Quando r,(a;,) < r.(a) paratodo o a € A, diz-se que a;, é a
accdo Bayes contra h; o decisor que escolhe a;, diz-se que segue o principio Bayes
condicional.

Para um decisor frequencista, muito mais do que para um bayesiano, o con-
ceito de funcdo de decisdo é fundamental quando estd em causa a instituigao de
principios de deciséo.

Em presenca do resultado da experiéncia, isto é, depois de observadoum x € I,
a escolha de uma accéo, a € A, deve atender a esse resultado, pelo menos em
principio. Aqui se insere o importante conceito de funcéo de deciséo, §, aplicagio
do espaco da amostra sobre o conjunto de accdes, § : L — A. O campo de escolha
do decisor desvia-se do conjunto de ac¢des para o conjunto de funcdes de decisdo,
seja D. Ao estabelecer o modo como procede a interpretacdo dos resultados da
experiéncia pode pensar-se que o decisor procede na verdade a escolha de uma
func¢do de decisio, isto é, de um elemento § € D.

Exemplo 1.32 — Para ensaiar um medicamento no tratamento do cancro adminis-
tra-se o mesmo a um grupo de cobaias e estuda-se a natureza dos efeitos. Em certas
experiéncias regista-se o nimero de curas conseguido. Noutras experiéncias pro-
cede-se a uma graduacdo dos efeitos depois de implantar células cancerosas; uma
parte das cobaias é tratada com o medicamento em questao e as restantes sdo man-
tidas em condi¢des completamente idénticas excepto que néo recebem aplicacdes



96 Ensaio de inferéncia estatistica comparada

do tratamento. Decorrido um certo periodo de tempo os tumores sdo removidos
e pesados. O problema da decisdo estatistica consiste em interpretar os resultados
da experiéncia com o proposito, por exemplo, de aceitar ou rejeitar o medicamento
como eficaz.

No primeiro tipo de ensaio o espaco de resultados é o nimero possivel de
curas nos N animais da amostra, X = {0,1,2,..., N}. Logicamente, quanto maior
for o nimero de curas, x, x € X, mais inclinado esta o investigador a aceitar
as propriedades do medicamento — ac¢éo a;; quanto menor for x maior é a pro-
pensdo para nio reconhecer essas propriedades — acc¢éo a, . Seja v um inteiro,
0 £v £ N + 1; uma classe de fun¢des de decisdo que decorre das anteriores consi-
deracdes é a seguinte:

a; se x2v,

5,(x) = {

Fazendo v percorrer a sucessio, 0, 1, 2, ..., N+ 1, obtém-se N + 2 funcdes de decisdo
algumas das quais fazem pouco sentido. Por exemplo, §(x) = a,, implica a aceita-

a, se x<v.

¢do do medicamento independente do resultado do ensaio; Sy, (x) = a,, a rejeicdo
qualquer que seja o nimero de curas. Algumas questdes podem entdo formular-se.
Como fixar o numero critico de curas, v? Que outras funcdes de decisdo podem
propor-se?

No segundo tipo de ensaio, designe N; o numero de cobaias sujeitas a trata-
mento e N, o niumero de cobaias piloto. Sejam,

.7(‘11,.7('12,...,.X'U\]1 € le,sz,...,xZNz,

os pesos dos respectivos tumores. O espago dos resultados é conjunto de RV,

Os pesos médios em cada uma das amostras séo, respectivamente,

X, = e Xy=—.
N, N,

Com w numero real, uma classe de funcdes de decisdo que parece de sugerir é
a seguinte:

a, se X, — X 2w,

a, se XxX,—x; <o,

5,(x) = {

onde X = (x11, X;2, ..., Xin,> X215 -+ » Xon,)- S€ @ € grande, o medicamento s6 é aceite
quando se verifica uma elevada diferenca para mais entre os pesos médios dos
tumores das cobaias nio tratadas e tratadas; a medida que se tomam valores de
 mais pequenos o ensaio vai-se tornando menos exigente. Quando este tipo de
funcéo de decisdo é aplicado — e é muitas vezes — ha que fixar a diferenca critica,
o, de forma adequada®®. [J

> Adaptado de Dunnett (1972).



Deciséo Estatistica 97

Em tudo o que se segue trabalha-se sempre com fung¢des de decisdo mensura-
veis. Quer dizer, quando em qualquer funcéo de decisdo, § € D, se toma como
argumento a variavel aleatoria, X, obtém-se uma outra variavel aleatoria, §(X).

Quando emprega § € D e observa x € &, o decisor incorre numa perca igual
a L[6,5(x)]. Quando o argumento é a variavel aleatoria, X, a perca, L[, §(X)]
é também uma variavel aleatdria (desde que se suponha que, para cada 6 € O,
L[6, 6(x)] é funcdo mensuravel de x). Assim, para um frequencista tem importante
papel o valor esperado de L[6, 6(X)],

R(0,8) = Ef{L[0,8(X)]} = LC L[6,8(x)] f(x|0) dx, (1.67)

que se designa por fungéo risco ou perca esperada. A funcéo, R(6,§), definida em
© x D, exprime a perca média sofrida pelo decisor quando emprega a funcéo de
decisdo d e o estado é 6.

A funcdo risco usa-se, muitas vezes, para comparar fungdes de decisdo: se
com §,,0, € D, se tem R(0,5,) < R(6,6,) para todo o 0 € O, verificando-se a
desigualdade estrita pelo menos para um 6, diz-se que §, domina estritamente &,°*.
Uma fungio de decisdo que ndo é dominada estritamente por qualquer outra diz-
-se admissivel; caso contrario diz-se inadmissivel. O conceito de admissibilidade é
estudado mais a fundo no capitulo 4.

Parece intuitivo que as func¢oes de decisdo inadmissiveis ndo devem ser usa-
das, a menos que tenham atractivos de outra ordem, por exemplo, facilidade de
calculo. No entanto convém néo perder de vista que a func¢éo risco é obtida — leia-
-se (1.67) — por integracéo sobre o espago da amostra, X, isto é, considerando todos
os possiveis valores de x e nio exclusivamente o particular x observado. Trata-se
de uma medida de preciséo inicial que pode ndo ser uma boa medida de precisdo
final. E por esse facto que autores como Berger (1980) dizem: «Using expected loss
to investigate the performance of a decision rule seems on the one hand reasonable,
but on the other hand appears to be rather arbitrary».

Apesar do conceito de fungio risco ndo ser compativel com o principio de
verosimilhanca, a sua aplicac¢do encontra-se muito generalizada, naturalmente no
campo classico e mesmo, até certo ponto, nas fileiras bayesianas.

Por uma parte, é perfeitamente 16gico usar R(6, ) nas situagdes repetitivas
(por exemplo, inspec¢do por amostragem) ou no planeamento de experiéncias (por
exemplo, determinacdo da dimensio da amostra), pois faz sentido considerar o que
se passa quando, virtualmente, x percorre X.

 Ou que &, é R-melhor do que &,. Apesar da exposicio dos proximos paragrafos na pratica diz-se
apenas que §; é melhor do que &,
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Por outra parte, quando néo existe ou nio se aceita uma distribuicéo a priori,
como sucede com os classicos, R(0,§), parece nio ter concorrentes como instru-
mento orientador na escolha de boas funcoes de decisdo. Com os bayesianos,
se nio esta em causa a distribuicdo a priori como elemento do modelo, ja pare-
cem ser inescapaveis as dificuldades levantadas em torno da sua correcta eliciagao,
pelo menos em condicdes de assegurar o sucesso de um puro procedimento baye-
siano. A desculpa de alguns bayesianos para usar a funcio risco é entdo a falta
de tempo (!). E afirmam: se o tempo disponivel para investigacdo fosse infinito
poderia sempre determinar-se exactamente a distribuicdo a priori e consequente-
mente a distribuicdo a posteriori e evitar a violagio do principio de verosimilhanca.
Porqué? Porque em tal caso néo seria necessario recorrer a fungio risco por haver
como alternativa a funcéo risco a posteriori. No entanto, como nunca se dispde
de tempo infinito, a mor das vezes tem de determinar-se a distribuicdo a priori
aproximadamente e — reconhecem — a melhor forma de avaliar a «<bondade» de
tal aproximacio ¢ ainda através da fungio risco™.

Para algumas funcdes de deciséo e para certos valores do parametro 8, o inte-
gral (1.67) pode ser +c0 ou pode mesmo nao existir, caso em que a variavel aleatoria,
L[0,5(X)], ndo tem média. Para ladear essa dificuldade toma-se para D a classe de
funcdes de decisdo tais que (1.67) existe e é finito para todo o 6 € ©.

Com D finito, D = {6,(x), 8,(x), ..., §,(x)}, e © finito, ©® = {0,,0,,...,0,}, a fun-
¢éo risco, R(0, d), corresponde a matriz r x n,[R(Hj, d)], designada matriz risco ou
perca esperada.

A comparacio das matrizes [L(0;,a;)] e [R(6,,6,)] — muito embora referentes
aos casos particulares A € © ou D € O finitos — permite afirmar que os problemas
de decisdo sem dados tém uma certa analogia formal com os problemas de decisdo
com dados.

Exemplo 1.33 — O classico exemplo do barémetro, apesar da sua extrema simplici-
dade, é sempre instrutivo. Determinado individuo, que tem conveniéncia em sair
de casa em dia de tempo incerto, contempla trés acgdes:

a, — ficar em casa;
a, — sair sem guarda-chuva;
a; — sair com guarda-chuva.

Os estados da natureza sdo dois: 68, — chuva; 8, — bom tempo.

% Essa forma de avaliacio pode consistir em comparar as funcdes risco, R(0, &), R(0, &), ..., onde
Sy Oprs .., s80 funcdes de decisdo Bayes contra distribuicdes a priori, A’,h”, ..., propostas como
aproximagdes da verdadeira distribuicdo a priori. O conceito de funcéo de decisdo Bayes é estu-
dado na seccgdo 3.4; a anélise da robustez em termos de risco — secgdo 3.6 — é particularmente
instrutiva.
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A matriz perca é a seguinte,

6y b

[chuva] [b. tempo]
ay [ficar em casa] 4 4
a, [sair sem guarda-chuva] 5 0
as [sair com guarda-chuva] 2 5

Antes de tomar uma decisdo o individuo pode efectuar uma «experiéncia»: obser-
var um barémetro. Suponha-se, para facilitar, que a leitura do barémetro — obser-
vacdo da variavel aleatoria X — pode fornecer apenas dois valores: x; (indicagio de
chuva) e x, (indicagdo de bom tempo). Tem-se, portanto, X = {x;, x,}. O barémetro
oferece uma relativa orientacdo, mas, como todas as experiéncias (ndo determinis-
ticas), ndo é infalivel. Admita-se que o seu comportamento, para cada estado, é
dado pelas seguintes funcdes de probabilidade:

P(X =x10)) = f(x10,) =08 P(X=1x]0)=f(x]0)=02
P(X =x10,) = f(x|6,) =0,1; P(X =x,[60,) = f(x,]6,) =0,9;
que exprimem:

« se o estado é chuvoso, o barOmetro acerta em 80% dos casos;
« se o estado é bom tempo, o barémetro prevé com correccdo em 90% dos
casos.

Com X = {x;,x,} e A = {a,,a,,a;} o nimero total de funcdes de decisio é 3> = 9,
conforme passa a enumerar-se,

|6 & & & & & & & &

X1 aq dy as a as a as day as
X2 | &4 a4 a3 d 4 a3 4 43 @

O calculo da matriz risco processa-se sem qualquer dificuldade. Por exemplo,

R(0,,6,) = L[elf 54(x1)]f(x1 |01) + L[Gp 54(x2)]f(xz |91)
= L(6y,a,) f(x,10,) + L(6;, a,) f (x| 0;)
= 4(0,8) + 5(0,2) = 4,2;

R(6,,8,) = L[6y, 6,(x)] f(x1 16,) + L[6,, 8,(x;)1 f (x| 62)
= L(0,, a,) f(x,10;) + L(6y, ay) f(x, | 6;)
= 4(0,1) + 0(0,9) = 0,4.
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Procedendo do mesmo modo com os restantes elementos R(Qj, O), obtém-se,

|6 & & & & & & & &

0, 4 5 2 42 48 36 24 44 26
0, 4 0 5 04 36 49 41 45 05

Note-se que A C D pois as fungdes de decisio §,(x) = a;, 6,(x) = a,, 5(x) = a,
desprezam a informacéo dada pela experiéncia — decisor de ideias fixas — e sdao
equivalentes respectivamente a a,, a, € as.

Avancar com a escolha de um a € {a;, a,, a5}, no caso de nio haver barémetro,
oude um § € {6;,0,,...,0}, no caso de haver barometro, seria uma antecipagio
relativamente ao que vai expor-se adiante. O exemplo deixa, no entanto, patente,
a analogia formal entre os dois problemas [Lindgren (1976)]. [

A funcéo risco, sendo embora um importante instrumento, ndo permite ir
muito longe na seleccdo de funcdes de decisido pela simples razdo de que ha mui-
tas funcgdes de decisdo admissiveis [ou se se quiser, como se explica melhor no
capitulo 3, ndo ha fungdes de decisdo com risco uniformemente minimo].

Restringindo por agora a atengéo a critérios globais [veja-se a sec¢do 3.2] podem
introduzir-se dois principios de decisdo. O primeiro puramente frequencista, o
segundo hibrido.

O principio minimax admite que a natureza é o mais hostil possivel e reco-
menda a escolha da funcéo de decisdo, se existir, que minimize o maximo risco.
Isto é, recomenda que se escolha 5eDtal que56,

sup, R(O, 5) = inf; sup, R(0, 9).

O principio risco Bayes exige que seja proposta para € uma distribuicéo a priori ou
funcido de ponderacgio, h(f) [que para um bayesiano pode representar um estado
de espirito e para um frequencista um simples instrumento matematico ou método
razoavel para obter func¢des de decisdo]. Em resultado do compromisso a fungéo
risco ou perca esperada passa a escrever-se,

R(h, &) = L) R0, 5)h(6) d6, (1.68)

ou ainda,

R(h,5) = L) {LC 116, 5(0)] (x| 0) dx} h(6) do. (1.69)

% sup, R(6, 8) é o supremo de R(6, §) para 0 € ©. Etc. Veja-se nota do pé da pagina 146.
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Se existir uma funcao de deciséo, §, € D, tal que,
R(h,6,) £ R(h, §) para todo o § € D,

essa funcdo de decisdo é 6ptima a luz do principio e designa-se por funcio de
decisdo Bayes contra h; R(h, §,) representa o risco Bayes de h.

Os principios Bayes condicional, minimax e risco Bayes sdo adiante retomados
e desenvolvidos.

A teoria da decisdo estatistica deve-se essencialmente a A. Wald que seguindo
a tradicdo de Neyman-Pearson alargou consideravelmente os horizontes abertos
por estes, tirando partido do desenvolvimento da teoria dos jogos realizado por von
Neumann e Morgenstern. O grande mérito de Wald [além de intimeros resultados
sobre admissibilidade, problemas de existéncia de solu¢des minimax e Bayes, clas-
ses completas, etc. — veja-se capitulo 4 e Wald (1950)], foi fornecer uma estrutura
unificada no quadro da qual pode estudar-se a grande maioria dos problemas de
estatistica. Em termos gerais, os procedimentos classicos sdo casos particulares de
decisdo estatistica. Na estimacéo, tem-se A = © e uma acc¢o a € A corresponde a
propor uma estimativa de 8; as funcdes de decisdo sdo estimadores [veja-se Ex. 3.4
e o capitulo 6]; no ensaio da hipotese Hy: 6 € ©, contra H;: 0 € ©,,0, U ©; = 0,
0, N ©; = @, tem-se, A = {a, = aceitacdo de H,,a, = rejeicdo de H,}; as funcdes
de decisdo generalizam o conceito de regido critica [veja-se Ex. 1.32 e o capitulo 7].

O impulso de Wald fez-se também sentir no dominio do planeamento de expe-
riéncias, nomeadamente através da concepcdo de novos processos de amostragem
(amostragem sequencial), a da multidecisdo (veja-se capitulo 8). Sdo de Wald (1950)
estas palavras: «Until about ten years ago, the available statistical theories, except
scattered results, were restricted in two important respects: (1) experimentation was
assumed to be carried out in a single stage; (2) decision problems were restricted to
problems of testing hypothesis, and that of point or interval estimation. The general
theory, as given in this book, is freed from both of these restrictions. It allows for
multi-stage experimentation and includes the general multi-decision problem».

O enfoque introduzido pela chamada Escola de Savage inclui um apelo mais
profundo as ideias bayesianas. N&o é que Wald — que pode considerar-se um
frequencista — néo tenha considerado distribui¢des a priori e solu¢des Bayes; fé-lo,
contudo, sem se envolver em questdes de principio e encarando os procedimentos
bayesianos puramente como instrumento matematico.






CAPITULO 2

TEORIA DA UTILIDADE

2.1 Generalidades

As consequéncias reflectem, ja foi dito, a interaccéo entre o decisor e a «natureza»;
a representa¢ao por um par simbolico, (6, a), (6, a) € © x A, é imagem simplificada
imprescindivel ao tratamento matematico e néo deve iludir quanto a complexidade
que na préatica podem revestir. De facto, uma descricdo completa das consequén-
cias, prospectivas ou historiais futuros pode ser dificil ou até impossivel, mesmo
quando se omitem pormenores pouco relevantes.

A teoria da utilidade é um dos caminhos que pode seguir-se na avaliacdo das
consequéncias potenciais das varias ac¢des alternativas. Propde um modelo para o
comportamento dos individuos quando enfrentam situacdes de risco ou incerteza,
isto é, define com precisdo o que deve entender-se por comportamento consistente
e coerente em tais situacdes. Demonstra, concomitantemente, que um individuo
consistente e coerente atribui, implicitamente, valores numéricos ou utilidades as
consequéncias e opta pela ac¢do conducente a maximizacéo da utilidade. A atribui-
¢o de valores numéricos as consequéncias corresponde, ainda segundo a teoria, ao
estabelecimento de uma ordem de preferéncias entre as diferentes op¢des caindo
entdo a escolha na preferida.

Assim, a teoria da utilidade é normativa: prescreve a forma como os individuos
devem reagir e fornece um modelo de comportamento «racional». Nao pretende
descrever a forma como os individuos reagem na vida real, mas tem o propdsito
de tornar «racionais» os que nédo o sao depois de os convencer das bases logicas
da teoria.
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O modelo proposto pela teoria da utilidade néo tem aceitagio geral, o que néo
surpreende quando se assinala que tem natureza subjectiva. Nao podendo entrar-
-se na discusséo filosofica do problema, resta enfatizar que se trata de um dos varios
modelos possiveis para enquadramento da tomada de decisdes em face do risco e
da incerteza. Trata-se de um modelo passivo de contestacdo como qualquer outro,
embora em muitos casos concretos, sobretudo de natureza econdémica, os aspectos
subjectivos sejam diluidos. Quando assim sucede, atenua-se também a controvér-
sia acerca da sua validade.

2.2 Funcao utilidade

Para desenvolver a exposi¢do designa-se por C o conjunto de consequéncias
ou prospectivas e por ¢ o elemento genérico de C. No caso do Ex. 1.29, tem-se,
C = {cy1, 1, 0015 -

O decisor nunca tem de posicionar-se face a uma consequéncia certa ou deter-
minada por um motivo muito simples: a incapacidade de prever exactamente o
estado da natureza que vinga. Assim, tem de admitir-se que o caracter contingente
ou aleatério dos estados coloca o decisor na situacdo em que tem de escolher ou
optar por distribui¢des de probabilidade sobre C ou lotarias.

Uma lotaria ou consequéncia mista é um jogo em que os prémios sdo con-
sequéncias puras, ¢;, ¢y, ... € C, que saiem com probabilidades conhecidas, p;,
Do i 20,3p = 1.

No caso do Ex. 1.29, se for possivel admitir que os estados da natureza, 6, (peca
em boas condigdes) e 6, (peca em mas condi¢des) tem probabilidade, respectiva-
mente, 9/10 e 1/10, conclui-se que optar entre as ac¢des a; e a, equivale a optar
entre as lotarias,

LOTARIA [1]: LOTARIA [2]:
prem. prob. prem. prob.
o f 9/10 5| 9/10
o1 1/10 99 1/10.

Este exemplo procura mostrar que o conceito de lotaria ndo é tao excéntrico
como a primeira impressao podia levar a concluir. Exemplo mais pertinente é o de
um investigador que emprega métodos estatisticos para realizar inferéncias sobre
determinada pardmetro. A consequéncia (ou recompensa) dos procedimentos que
contempla é a quantidade de informacéo recolhida. Evidentemente, o investiga-
dor pode debrucar-se sobre varios esquemas de experimentacdo ou de amostra-
gem; no entanto, a quantidade de informacéo obtida é sempre aleatoria (qualquer
que seja o esquema ha sempre amostras mais ou menos «felizes» ou «infelizes»).
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Em qualquer hipétese a escolha é sempre entre distribui¢des de probabilidade ou
«lotarias» em que os prémios sdo diferentes quantidades de informacao.

Mais adiante faz-se referéncia a lotarias em que as probabilidades dos prémios
ndo sdo conhecidas, mas, sim, imperfeitamente conhecidas ou subjectivas. Por
exemplo, um investidor quando decide em relagao a um projecto considera como
prémios os «cash flows» prospectivos gerados pelo negécio. No entanto, a incer-
teza em relagdo ao complexo sistema de factores (estados) que condicionam os
resultados do projecto (concorréncia interna e externa, intervencio dos poderes
publicos, precos das matérias, etc.), ndo permite probabilizar que nio seja subjec-
tivamente as diferentes consequéncias da deciséo.

Entre os dois tipos de lotarias existe a diferenca que se verifica, por exemplo,
entre o Totoloto (ou a Lotaria da Santa Casa) e o Totobola. Os anglo-saxdes falam
em «roulette lotteries» e «horse lotteries».

Quando C tem k elementos distintos a lotaria genérica pode representar-se,

¢ =[en s lpupppy P20, 2p =1 (2.1)

O conjunto de lotarias sobre C designa-se por C*.

Cada ¢; € C é uma lotaria particular — lotaria degenerada — correspondente
aocasoemque p;=1lep; =0,j#1i

Se uma lotaria tem apenas dois prémios escreve-se, simplesmente,

[ee]y 0<p<1, (2.2)

umavezque p; =p,p,=1—pep;=0,j=3,4,...k
Se C tem infinidade numeravel de elementos, tem-se,

C* = [Cl,CZ, "'](Pppzw')’ pl z 0, Zpl = 1; (2.3)

se C é conjunto ndo numeravel pode em geral associar-se C* a familia de distri-
buicoes de probabilidade ou medidas de probabilidade sobre C [introduzindo uma
algebra-o, T, de subconjuntos de C de modo a operar com um espaco de probabili-
dade, (C,T, C*)]. A analise seguinte processa-se a nivel que nio carece de referén-
cia para o caso ndo numeravel.

O conceito de comportamento a que se convenciona chamar «racional» pede
a partida que o decisor tenha propdsitos ou objectivos suficientemente claros para,
em presenca de duas lotarias quaisquer, c; e ¢;, pertencentes a C*, poder sempre
afirmar qual delas prefere ou se lhe sdo indiferentes. Por outras palavras, o com-
portamento «racional» exige que o decisor tenha um padrao de preferéncias.

Um padrao de preferéncias é uma relacdo binaria de suporte C*, simbolica-
mente representada por «x=», satisfazendo os seguintes axiomas:
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{A1} — Para quaisquer, ¢;, ¢; € C*, tem-se,
i =c ou ¢ =,

podendo verificar-se ambas as rela¢des (propriedade conectiva).
{A2} —Secf,c;,c; € C'esec, » ¢, ec, » ¢, entdo, ¢f » c; (propriedade
transitiva).

elacdo, ¢ > c;, indica que para o decisor a lotaria c’; é pelo me a0 preferive
Arelacio, ¢f > ¢;, indic ra o decisor a lotaria ¢ lo menos tdo preferivel
como ¢;.

Sec{ > c; sem que se verifique c; 3= cf diz-se que ¢; é preferivel ac; e escreve-se,
o >c.

Quando ¢f > ¢, e c; = cf, ¢f e c; sdo indiferentes, simbolicamente, ¢ = c;.

A proposicdo seguinte demonstra-se sem dificuldade,

Teorema 2.1 — «=» representa uma relacéo de equivaléncia. Para qualquer par de
lotarias, cf, ¢; € C*, verifica-se uma e uma s6 das seguintes relacdes:

g >c, C>c¢ ou ¢ =c.
Seci >c; ec; > c3, tem-se, ¢f > c3. LI

Funcéo real, U(c*), com dominio em C*, diz-se fungéo utilidade quando cumpre
as seguintes condicdes:

{U1} — Com, ¢* = [¢}, ¢, ],
U(c") = Ulepp + Ule,)(1 = p); (2.4)

quer dizer, a utilidade de tal lotaria é o valor esperado da utilidade dos
prémios.

{U2} — Se U(cy) 2 U(cy) entdo ¢f > ¢, e reciprocamente; isto é, quando c; é pelo
menos tao preferivel como c¢; a utilidade de ¢{ nédo é inferior a utilidade
dec;.

Com ¢* dado por (2.1), obtém-se de {U1}, por inducéo finita,

k
U(c) = Z U(e)p. (2.5)

Enquanto o padrio de preferéncias estabelece a ordenacgéo das consequéncias ou
lotarias, a fun¢io utilidade permite ir mais longe e introduzir uma escala numérica
para as consequéncias ou lotarias, compativel com aquela ordenacéo, desde que, é
claro, digam respeito ao mesmo decisor («racional»).
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A funcéo utilidade permite quantificar as consequéncias; a sua existéncia é,
compreensivelmente (recordem-se as consideracdes feitas na secgéo 2.1), o pro-
blema central da teoria da utilidade.

Um decisor «racional», como tal detentor de padrio de preferéncias de acordo
com as normas dos axiomas {A1} e {A2}, ndo usufrui necessariamente de funcéo
utilidade compativel. A afirmacéo néo é inesperada, ponderando o que acima ficou
dito acerca do maior alcance da funcéo utilidade; de facto, para assegurar a exis-
téncia desta torna-se necessario introduzir dois axiomas adicionais':

{A3} —Se ¢f, ¢; € C*, ¢ > ¢, tem-se para qualquer 0 < p < 1 e para qualquer
c* e C,
PR A P

{A4} — Dados, cf, ¢;, c¢; € C*, tais que, ¢ > ¢; > ¢j, existem lotarias,
[ef,es], e lel.eslg, 0<p.g<i,

verificando,
* * * * * * *
e > el ], = ¢ > [, e5] > .

O sistema de axiomas {A1} — {A4} merece alguns comentarios.

Tém sido concebidas consequéncias ou lotarias de tal forma enredadas que
muitos individuos ficam perplexos ou completamente hesitantes quando se lhes
pede para declararem a sua preferéncia. Outras op¢des podem ser de tal modo
repugnantes ou terriveis que os individuos negam manifestar qualquer preferéncia.
A possibilidade de tal indefinicéo é rejeitada por {A1}.

! Alguns autores introduzem ainda outro axioma (axioma das lotarias compostas): para qualquer
lotaria composta (com prémios que sdo ja lotarias), por exemplo, para simplificar, ¢* = [c},¢;]
onde,

P>

CI o
a =len et € G =lon g0
Hk

tem-se, ¢* =~ ¢**, com,

= [Cl’CZ’“'>ck](r1,r2,...,rk))ri =pp+(1—p)g, =12,k

Para néo introduzir este axioma adoptou-se o ponto de vista de DeGroot (1970): «The allusion to
lotteries is very important here because it properly conveys the following notion: When two probabi-
lity distributions on R [na presente notacdo C] are compared, only the probability of receiving the
various rewards are relevant, and the statistician need not take in consideration the particular events
of lhe lottery that generated these probabilities». Por outras palavras, supde-se que no conceito de
lotaria esta implicito que o que interessa de facto sdo os prémios finais e as respectivas probabili-
dades, sendo imaterial que estas sejam obtidas por meio de uma tabela de numeros aleatdrios ou,
por exemplo, tirando primeiro uma carta de um bom baralho, rodando em seguida uma colorida
tombola e finalmente usando uma roleta construida com excelentes materiais. Em resumo, na
presente analise o «gosto pelo jogo» esta excluido.
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A transitividade das preferéncias pode ser aceite com a simplicidade com que o
faz Lindley (1971a): «...transitivity is a modest requirement whose violation has pecu-
liar and obviously undesirable properties». Na pratica tém sido observados experi-
mentalmente casos em que a transitividade néo se verifica e, por isso, a apreciagio
de Luce e Raiffa (1957) é menos pacifica: «No matter how intransitivities arise, we
must recognize they exist, and we can take little confort in the thought that they
are an anathema to most of what constitutes theory in the behavioral sciences today.
We may say that we are only concerned with behavior which is transitive, adding
hopefully that we believe this need not always be a vacuous study. Or we may con-
tend that the transitive description is often a <close> aproximation to reality. Or we
may limit our interest to <normative> or <idealized> behavior in the hope that such
studies will have a methatheoretic impact on more realistic studies. In order to get on,
we shall be flexible and accept all of these as possible defences, and to them add the
traditional mathematician’s hedge: transitive relations are far more mathematically
tractable than intransitive ones».

A aceitacdo de {A3} parece menos discutivel, pois, se numa lotaria com dois
prémios, [c},c*], um destes, seja ¢, é substituido por um pior, seja ¢;,¢; > ¢, a
lotaria inicial é naturalmente preferivel a nova lotaria.

O axioma {A4} volta a provocar controvérsia. Considerem-se trés prémios ou
lotarias degeneradas,

c; = 10003, ¢, =10$ e ¢35 = «morte»;

certamente, ¢; > ¢, > ¢;. Logo, segundo o axioma em discussao, existe uma proba-
bilidade, 0 < p < 1, tal que a obtencdo de um prémio de 1000$ com probabilidade
p e a obtencdo da «morte» com probabilidade 1 — p é preferivel a um prémio certo
de 10$.

[1000$, «morte»]p > 10$.

A maioria das pessoas néo aceita este pressuposto; outras podem aceitar se p for
suficientemente grande (por exemplo, p = 1 — 107'%) e tornar o prémio «morte»
praticamente impossivel.

Considerando trés prémios arbitrarios, tais que ¢; > ¢, > ¢;, conclui-se que
{A4} pressupde a ndo existéncia:

1) de um ¢; téo terrivel que iniba a lotaria que o combina com outro prémio ¢,
de ser preferivel ao prémio intermédio c,,

ou,

2) deumc, tao maravilhoso que iniba a lotaria que o combina com outro prémio
c; de ser preferida pelo prémio intermédio c,.
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Felizmente, na pratica, em geral, nem a pior das consequéncias é terrivelmente ma,
nem a melhor das consequéncias é maravilhosamente boa.

A demonstracdo da existéncia de funcdo utilidade com base nos quatro axio-
mas discutidos é feita na seccéo seguinte. Fica assim disponivel uma solucdo —
mesmo que contestada ou contestavel — para o problema da quantificacdo das
consequéncias? e feita, de certo modo, a consagracéo do principio de maximizacio
da utilidade de grande importancia para a teoria da deciséo.

Para chamar mais uma vez a atencéo para o caracter normativo da teoria da
utilidade, registando a frequéncia com que na préatica as pessoas podem néo a res-
peitar, fecha-se a presente sec¢éo com o conhecido exemplo do economista francés
Allais [veja-se Savage (1954) e a discussdo de Raiffa (1968)].

Considerem-se duas situagdes em cada uma das quais se comparam duas lota-
rias (prémios em milhares de contos):

Situacdo 1

Lotaria ¢; = prémio 5 com probabilidade 1,00;

Lotaria ¢; = prémio 25 com probabilidade 0,10,
prémio 5 com probabilidade 0,89 e
prémio 0 com probabilidade 0,01;

Situagdo 2

Lotaria ¢; = prémio 5 com probabilidade 0,11 e
prémio 0 com probabilidade 0,89;

Lotaria ¢; = prémio 25 com probabilidade 0,10 e

prémio 0 com probabilidade 0,90.

Allais notou que muitas pessoas [Raiffa fala que obteve esse resultado em centenas
de experiéncias] preferem cj ac; e ¢j a c;. A declaragio de que, ¢ > ¢, é justifi-
cada nos seguintes termos: receber uma soma elevada (5 mil contos) de certeza é
preferivel a correr o risco de nada ganhar muito embora adquirindo a possibilidade
de ganhar uma soma muito elevada (25 mil contos); a declaragdo de que, ¢; > ¢,
é justificada nos seguintes termos: a «chance» de ganhar é quase a mesma em
ambas as lotarias, logo a que tem o prémio mais elevado é preferivel.
A atitude que consiste em considerar,

o >c e ¢ >c,

2 Desde que interpretadas como lotarias em que os prémios saiem com probabilidades conhecidas
ou objectivas.
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é incompativel com a axiomatica introduzida, porquanto, sendo U qualquer funcio
utilidade decorrente dos quatro pressupostos, tem-se,

U(5) > 0,1U(25) + 0,89U(5) + 0,01U(0),
0,1U(25) + 0,9U(0) > 0,11U(5) + 0,89U(0),

0 que é uma impossibilidade.

A proposito do exemplo de Allais, Raiffa (1968) tece consideracdes que seguem,
mais ou menos, nas seguintes linhas: Numa Optica «descritiva» verifica-se que
a maioria das pessoas ndo se comportam de acordo com os principios da teoria
da utilidade. Mas ninguém exige que a maioria das pessoas se comporte como
«deve». Na verdade, a razdo primeira para adoptar uma teoria «normativa» para
o comportamento na escolha é a observacdo de que, quando o processo de decisio
é deixado inteiramente a cargo do julgamento, sem ajuda formal, as opcdes sdo
tomadas muitas vezes de modo internamente contraditorio, e isso indica que o
decisor talvez pudesse agir melhor do que age. Se todo o mundo se comportasse
de acordo com a teoria normativa nao havia motivo para falar desta e bastava
simplesmente dizer ao decisor: faca o que lhe vier a cabeca.

Na seccdo seguinte, para evitar a proliferacdo de asteriscos, designam-se por ¢
os elementos de C*, isto é, as lotarias degeneradas e ndo degeneradas, sendo clara
do contexto a situagio contemplada.

2.3 Existéncia de funcao utilidade

O sistema de axiomas {A1}-{A4} permite estabelecer as seguintes proposicoes
[Lindgren (1971)]:

Teorema 2.2 — Se ¢; > ¢,, entdo, ¢; > [¢;,¢,], > ¢, para todo o p € (0, 1).
Dem. Consequéncia imediata de {A3} pois, para todo o p € (0, 1),
a = [enel, > [ e, > [e 6], = .
0

Teorema 2.3 — Dados ¢; e ¢,, com ¢; > c,, e c tal que ¢; > ¢ > ¢,, existe um dnico
numero r € (0,1) que faz [¢;, ¢, ], = c.

Dem. Por {A4} fica assegurada a existéncia de p, g € (0,1), conducentes a relagéo,
[Cl7cz]p >c> [C1>C2]q’

sendo, como facilmente se verifica, p > g.
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Seja,
O={p:pe(0l)e [cl,cz]p > ch;

como o conjunto IT é limitado, existe o infimo, inf II. Tome-se inf IT = r; tem-se,
[e1, 6], = ¢, como passa a mostrar-se.

Se a indiferenca néo se verifica, pelo Teorema 2.1, [¢;,¢,], > couc > [c1, ¢,
No primeiro caso, vem [c, ¢, ], > ¢ > ¢, e por {A4} existe r’ € (0,1) tal que,

[cr, ¢l > [len el e2] > ¢

onde, na posicao intermédia, se tem uma lotaria onde o prémio [¢;,c,], — que é ja

/7

de si uma lotaria — sai com probabilidade 7’ e o prémio c, com probabilidade 1 —r".
Por ser,

[[Cl’ CZ]r: CZ]r’ ~ [Cl’ Cz]rr”
a comparacio desta relagdo com a anterior permite concluir ser rr’ € IT, comrr’ <r,
o que contradiz r = infII. No segundo caso, ¢; > ¢ > [c,¢],, e por {A4} existe
r’” € (0,1) tal que,

¢ > [e e, el ] > [en el

ora, como,

ler [en, el = [er el i — oy

deve serr”” + (1 —r"”)r >reainda p > r” + (1 —r”")r para todo o p € II, pois,
[cls Cz]p >c [Cl’ CZ]r” +(1=r")r:
Logo, p > r para todo o p € Il o que também contradiz r = inf IL. 0

O Teorema 2.3 tem uma consequéncia notavel: permite codificar todas as lota-
rias, ¢, intermédias a duas lotarias arbitrarias, c; e c,, tomadas para referéncia.

Com, ¢; > ¢ > ¢,, convencionando, U(c,) = 0 e U(c;) = 1, faca-se U(c) = r com
r € (0,1) tal que [¢c;, ], = c; é facil de ver que a funcdo assim definida é fungio
utilidade: verifica {U1} e {U2}. Quanto a {U2} a conclusio é imediata:

c= [Cl,cz]r > = [01,6'2]3,

implica,
Ul)=r2U0() =s,

e reciprocamente, como se conclui revendo a parte inicial da demonstracdo do
Teorema 2.3. Quanto a {Ul}: com c e ¢’ lotarias intermédias, isto é, verificando,
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¢ > c>cec > >, tome-seacombinacio, [c,c’] ,; suponha-se ser ¢ = [c;, ¢, ],
ec = [¢,0)]; entdo, vem U(c) = r, U(c) = s e,

[C, C’]p = [Cl’ cz]rp+s(1 -p)

donde,
Ufle,c’']p} =rp+s(1—p) =U(c)p +U(c)(A — p).

A funcéo instituida atribui univocamente uma utilidade numérica a cada lotaria
intermédia. No entanto, qualquer funcio linear de U,

U*(c) = aU(c) + f,« e f numeros reais, & > 0, (2.6)

satisfaz {U1} e {U2} e serve o mesmo proposito.

Teorema 2.4 — Se U(c) é fungao utilidade para lotarias intermédias c, ¢; > ¢ > ¢,,
também U*(c) definida por (2.6) é fungdo utilidade para as mesmas lotarias.

Dem. Com ¢ = [¢,¢],, vem,

U*(c) = aU(c) + f = aU{[c, .} + B,
donde,
U™(c) = alU(e))r +U(e,)(1 =) + B
= [aU(cy) + Blr + [aU(c,) + BI(1 — 1)
= U (epr +U*(e)(1 = 1),

e U™ satisfaz {U1}.

Considerando duas lotarias intermédias, c e ¢’, ¢ 3= ¢/, tem-se,
U©- U -

a = ’

(24

U(e) 2U(c") =

e, finalmente, U*(c) =2 U*(¢"): U” satisfaz {U2}. Note-se que a utilidade das lotarias
de referéncia passa a ser, U*(¢;) = a + f e U*(c;) = p. 0d

A construcio da funcéo utilidade, U, a partir do Teorema 2.3 deixa em aberto
dois problemas: 1) atribuicdo de utilidades a lotarias ndo intermédias; 2) esclareci-
mento da dependéncia em que U fica das lotarias de referéncia. Sdo esses proble-
mas que resolve o,

Teorema 2.5 — Existe uma funcéo utilidade, com dominio em C*, Gnica a menos
de uma transformacao linear, com U(c) finito para todo o ¢ € C*.
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Dem. Para alargar o dominio da fungéo utilidade a todo o conjunto C*, seja U’ a
funcéo procurada e tome-se,

U'(c;) =1,U'(¢c,) =0,U’(c) =U(c) para ¢ > ¢ cy,

onde U ¢é a funcéo construida através da aplicacdo do Teorema 2.3.
Considere-se uma lotaria c* tal que,

[ale; > ¢, >c¢" ou [b]c" >¢ >
No caso [a], existe s € (0,1) que faz ¢, = [¢;, ¢*],; tomando,
U'cp) =U"(e)s + U (c")(1 = s),
vem,

U'(c*) = =s/(1 —5s).

No caso [b], existe t € (0, 1) que faz ¢; = [¢*, ¢, ],; tomando,
U'e) =U" ("t +U" ()1 — 1),

vem,
U'(c") = 1/t.

A funcio U’ fica assim definida para todo e qualquer ¢ € C*. Resta mostrar que é
funcdo utilidade.

Sejam c e ¢* duas lotarias arbitrarias e fixem-se as lotarias de referéncia, ¢, e ¢,,
para as quais U’(¢;) = 1 e U’(c,) = 0. Tomem-se duas outras lotarias, ¢} e ¢J, em
relacdo as quais ¢, ¢*, ¢; e ¢, sejam intermédias. O Teorema 2.3 pode aplicar-se a

partir das lotarias, ¢! e ¢J, para instituir uma funcio utilidade U° para as lotarias c

tais que ¢} > ¢ > ¢).
Suponha-se que c¢* se encontra no caso [a]. Tem-se,
’ *
¢, = [¢,¢*]s coms = &
U'(c*) -1

donde, por U° satisfazer {U1} e {U2},
Uep) = {U"(¢)/IU (") = 13U (er) + {=1/[U"(c") = 1}U°(c"),

e ainda,
U%(c) = [U%(e;) = U(e)IU’ (") + U(cy). (2.7)

Se ¢* esta no caso [b],

¢ = [c",¢], comt =1/U’(c*),
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donde, tal como acima,
U(e;) = [1/U"(c)IU(c*) + {1 = [1/U" () IU(cy),

e ainda,
U(c") = [U%c;) = U%(e)]U’ () + U(cy). (2.8)

Assim, como se deduz de (2.7) e (2.8), quer seja c¢* > ¢ > ¢,, quer sejac; > ¢, > ¢,
Uc*) = U’ (c*) + By, g >0, (2.9)
ou, equivalentemente,
U'(c*) = qqU%c*) + By, g > 0. (2.10)
Além disso, se ¢; = ¢* = ¢, ¢ = [¢], 6], U'(c") =1,

U%c*) = U%c)r + U%ce)(1 —1)
= [U%c,) = U(e)]r + U(cy)
= [U%c) = U%e)IU’(¢*) + U%(cy),

tal como em (2.7) e (2.8) e, portanto, (2.9).

A relacdo (2.10) permite agora mostrar que U’ é funcéo utilidade. De facto, se
¢ = c*, tem-se U°(c) = U°(c*) e de (2.10) sai U’(c) = U’(c*). Por outro lado, ainda
de (2.10),

U{lec*]p} = eqU[ec™],} + By
a[U°(c)p +U°(c*)(1 = p)] + By
=U(c)p+U'(c")(1 - p).

Logo, U’ satisfaz {U1} e {U2}.

A funcdo utilidade ampliada, U’, depende das lotarias de referéncia, c; e c,,
para as quais U’(c;) = 1 e U’(c,) = 0. Partindo do novo par de referéncia, ¢ e cJ,
obteve-se outra funcéo utilidade, U°, relacionada com a primeira pela expressio
linear (2.10). O novo par tem contudo a particularidade de ser ¢{ > ¢; > ¢, > cJ;
no entanto, por meio de raciocinios do mesmo tipo, pode mostrar-se que seja qual
for o par de referéncia escolhido em alternativa a ¢; e ¢, — par inicial — se obtém
sempre uma funcio utilidade que é transformacio linear da primeira. Por isso se
diz que a funcéo utilidade é inica a menos de uma transformacao linear. Por outras
palavras, a arbitrariedade na escolha do par de referéncia, ¢, e c,, acompanhada da
convencéo, U(c;) = 1 e U(cy) = 0, corresponde afinal a arbitrariedade na fixagéao
da origem e escala na medigéo da utilidade. 0o
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O axioma seguinte é mais forte do que {A3} e permite ir um pouco mais longe
no desenvolvimento da teoria:

{A3*} — Se ¢ > cjf paraj=1,2,..., entdo,

[er, ¢, "'](P1>P2w) = [c{,cé,...](pbpz'“),
para qualquer sucessdo infinita, p;, p,, ..., (p; > 0,Zp; = 1). Se adicional-
mente, ¢; > ¢/, para algum j para o qual p; > 0, entio,

Lers €25 s pupsny = L6160y -

Com o sistema de axiomas, {A1}, {A2}, {A3*}, {A4}, podem introduzir-se dois teo-
remas adicionais:

Teorema 2.6 — A fungio utilidade é limitada: |U(c)| £ M paratodooc € C* e
para alguma constante positiva, M.

Dem. Parta-se da hipotese de que a funcéo utilidade nao é limitada. Considere-se
a sucessdo de lotarias, ¢, ¢;, ¢3, ..., com,

U(Cl) = la U(C]) z zj_laj = 27 3;---;
0 que é sempre possivel em consequéncia da hipotese. Como é 6bvio, ¢; > ¢; para
j=2,3,..., e pelo axioma {A3"},
C; = [cj+ 1 Gj+2s '"](P;H/qppﬁz/qj,---)
s [cl’cl’ '"](Pj+1/qj’Pj+2/qj’“~) !
comq; =1— p; — - — p; [(py, p2, ...) vector de probabilidades].
Assim, U(cj) > U(c;) = 1. Ora,
1 e Jpypyy = L1 Cf](pl,pz,»--,pj,qj)’

onde q; = 1—p; — p, — -+ — p; > 0 quando j — 0. Designe c a lotaria do primeiro
membro; vem,

U(e) =U(e)pr +U(ey)/ py + - + U(cp)p; + U(c))g;-
Fazendo p; = 277 sai,
U()2(1/2)-1+@1/2%) -2+ +(1/2))- 2771+ (1/2)U(¢))
> (j/2)+(1/2),

o0 que mostra que U(c) ndo é niimero finito pois com j arbitrario excede sempre j/2.
Entra-se pois em contradi¢ao com um dos resultados do Teorema 2.5 ao supor a
funcao utilidade néo limitada, ficando assim provado o teorema em questdo. [JJ
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Teorema 2.7 — A utilidade de uma lotaria, [c;, ¢, ...]
utilidade dos prémios.

(prpsr..)s € O valor esperado da

Dem. Tem-se, do teorema anterior,

U(e) =U(c)py +U(e)py + -+ U(c)p; + U(c))g;s

mas,
Ule) = U(e)py —Ule)py — -+ — U(Cj)Pj = U(C;)qj -0,
quando j — oo, porquanto, neste caso, g; = 0 e U (c) é funcéo limitada.
Portanto,
U(e) = Y, U(e)p;, (2.11)
j=1
expressao que generaliza (2.5). [

2.4 Utilidade de valores monetarios

Em muitos problemas de decisdo, nomeadamente quando envolvem aspectos
econdmicos e financeiros, as consequéncias tém expressio monetaria, isto é,
representam-se por custos ou beneficios em «escudos». O conjunto das consequén-
cias, C, finito, infinito numeravel ou continuo, tem elementos numéricos que sio
quantias em moeda, positivas quando se trata de beneficios ou lucros, negativas
quando se trata de custos ou percas®. O elemento genérico de C passa a designar-
-se por m para fazer a distin¢do relativamente ao caso geral abordado nas sec-
¢Oes anteriores.

Quando o argumento da funcédo utilidade é uma quantia em moeda variavel,
m, m € A, com A intervalo que se supde corresponder a C ou conter C, uma pro-
priedade que parece razoavel introduzir desde logo é a monotonicidade:

my > my < U(my) >U(m;) [ouU(m,) 2 U(m,)]. (2.12)

Tratando-se de dinheiro, uma quantia tem tanto mais utilidade quanto mais ele-
vada for®.

® HA aqui uma troca de sinal em relacio ao que se passa com a funcio perca.

* Nao deve perder-se de vista que a quantia, m, representa quando positiva (negativa) um acréscimo
(decréscimo) em relacdo ao «status quo», isto é, em relacdo a um dado activo ou riqueza do decisor,
seja M. Em alguns problemas, para comparar o «status quo» com o ganho de m ou a perca de m
unidades monetarias, confronta-se, U(M) com U(M +m) e UM —m). Em tudo o que segue, como
a funcéo utilidade é definida a menos de uma transformagcéo linear, toma-se U(M) para zero da
escala das utilidades. Tal convencédo ndo possui inconvenientes desde que néo sejam envolvidas
situagdes em que houve alteracdo da riqueza do decisor.
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Se m* € C* é uma lotaria com prémios monetéarios,

m" = [my,my, ...mil(p, p,,..p0)0

pode associar-se-lhe uma variavel aleatéria, seja m, assumindo valores, my,
my, ..., my, com probabilidades, p;, p,, ..., pr. Assim,

U(m*) = SU(m,)p; = EUGR)}, (2.13)

quer dizer, a utilidade da lotaria m* é o valor esperado da variavel aleatoria U ().
Por outro lado,
E{m} = Zm;p;, (2.14)

estabelece o importante conceito de valor monetario esperado.
Alguns individuos estabelecem equivaléncia entre a utilidade de uma quantia
e essa mesma quantia: tomam U(m) = m. Consequentemente,

U(m*) = ZU(m;)p; = Em;p; = E{m}; (2.15)

quer dizer, para eles, a utilidade de m* é igual ao valor monetario esperado.

Se um individuo com funcéo utilidade U(m) = m for colocado perante um
conjunto de lotarias, mj, m;,m3, ..., entre as quais tem de optar, a menos que nio
actue «racionalmente», deve escolher aquela que tem valor monetario esperado
maximo.

Nao é dificil mostrar através de exemplos que muitos individuos ndo possuem
funcao utilidade do tipo indicado.

Exemplo 2.1 — Considerem-se trés lotarias em relacdo as quais é obrigatério exer-
cer uma opgao,

m; = [100 002$, —100 000$], /5,
m; = [ 100008, —100008]; /5,
3

ms =[ 10008, —1002$],,.

Qualquer das lotarias tem apenas dois prémios e em todas elas os prémios tém
a mesma probabilidade, 1/2. Na hipétese do decisor possuir funcdo utilidade,
U(m) = m, tem-se,

U(m}) = U(100002$)(1/2) + U(—100 000$)(1/2),
=100 002$(1/2) + (=100 000$)(1/2),
= 1$;
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U(m3) = U(10000$)(1/2) + U(—10000$)(1/2),
= 10000$(1/2) + (—10000$)(1/2),
= 0$;

U(ms) = U(1000$)(1/2) + U(=1002$)(1/2),
=1000$(1/2) + (—1002$)(1/2),
= —18,

donde a seguinte ordem de preferéncias, m{ > m; > m;.

Certamente que muitos individuos discordam desta ordenacéo feita com base
no valor monetario esperado, podendo até afirmar-se sem receio de errar que mui-
tos preferem a ordenacéo inversa, ms > m; > mj. Quer dizer, a menos que este-
jam actuando «irracionalmente», os discordantes néo possuem funcédo utilidade,

Um)=m. O

Exemplo 2.2 — Se todas as pessoas tivessem funcéo utilidade, U(m) = m, ndo havia
companhias de seguros!

Para investigar esta proposicdo considere-se uma empresa com instalacdes
industriais avaliadas em 10%$ e que tem de optar entre fazer ou nio fazer o seguro
contra o risco de incéndio e explosio. O prémio de seguro é de 0,5%, sejam 5-10°$
por ano, e sabe-se, pela experiéncia adquirida com fabricas do mesmo tipo, ser
aproximadamente 0,001 a probabilidade de haver um sinistro no periodo de um
ano [por hipotese, um sinistro acarreta a perda total da fabrica].

A opcio é entre um pagamento certo de 5-10°$ — lotaria degenerada — e uma
lotaria,

m* = [0$, ~10°$] 09,

em que se recebe um prémio nulo com probabilidade 0,999 (ndo havendo sinistro)
ou se tem um prejuizo de 108$ com probabilidade 0,001 (havendo sinistro).

Admita-se que o empresario (ou oOrgdo de gestdo) tem funcdo utilidade
U(m) = m. Como,

U(=5-10%%) = —5-10°$ < U(m*) = U(-108$)(0,001) = —10°$,

a decisao «racional» é ndo fazer o seguro.

Os prémios cobrados pelas seguradoras sdo, em regra, superiores ao produto
do montante seguro pela probabilidade de sinistro. Se todas as pessoas decidissem
na base da maximiza¢do do valor monetario esperado no haveria, provavelmente,
actividade seguradora. Isso ndo sucede porque a «aversio ao risco» que muitas
pessoas tém se exprime por uma funcéo utilidade diferente da acima considerada.

Na pratica o empresario prefere naturalmente ter uma perca certa de 5 - 10°$
[que procura repercurtir sobre os precos] a correr o risco de perder 10%$ e ficar
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arruinado, mesmo que a probabilidade de tal ocorrer seja relativamente pequena.
Quer dizer, o empresario que faz o seguro tem funcéo utilidade, Uj, tal que,

Uy(=5 - 10°$) > U,(0$)(0,999) + U,(—102$)(0,001),
ou, supondo U,(0$) = 0,
Up(=5 - 10°$) > U(-10%$)(0,001).
Por seu lado, a companhia seguradora que prefere participar na lotaria,
[—10%$ + 5-10°$,5 - 10°$]) 001,
a ndo aceitar o seguro, tem funcéo utilidade, U, tal que,
U;(=108$ + 5 - 10%$)(0,001) + U, (5 - 10°$)(0,999) > U, (0$).

As seguradoras subscrevem muitas apodlices em cada ramo e possuem avultados
recursos (ndo falando nas possibilidades de resseguro). Néo é, portanto, descabido
supor U;(m) = m, caso em que a desigualdade anterior se verifica.

Em geral, com U, funcéo utilidade do segurado, U; funcéo utilidade do segura-
dor, M verba sujeita a risco de perca total, IT prémio de seguro e p probabilidade
de sinistro, a operacéo é contratada quando,

Up(—11) > U, (0)(1 = p) + Uy(=M)p,
U,(0) <U,(ID(A = p) + Uy (=M + I)p.

O

Exemplo 2.3 — O caso classico de critica a funcéo utilidade, U(m) = m, é conhecido
por Paradoxo de S. Petersburgo. Uma moeda, perfeita por hipotese, é lancada
até sair face; se a primeira face é obtida no n-ésimo lancamento, n = 1,2,3,..., a
pessoa que participa no jogo recebe 2" escudos. Quanto estara disposta a pagar
para participar?

A probabilidade de a face sair pela primeira vez no n-ésimo lancamento é 1/2".
Consequentemente, o valor monetario esperado,

¥2M(1/2") =1+1+1+1+ - =oo;

se a pessoa tem funcao utilidade, U(m) = m, deve estar disposta a pagar uma
entrada arbitrariamente grande! Na realidade, as pessoas que tém sido questio-
nadas oferecem-se para pagar entradas muito limitadas que variam — ou deviam
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variar — consoante as respectivas func¢oes utilidade. Por exemplo, se uma pessoa
tem funcéo utilidade,

m para mZ< 2%

U(m) = { 2% para m > 2%,

tem-se,

[ 20 (=)
Um*) = Y U(@m(1/2m) = ), 2"(1/2") + 2% Y (1/2") =21,
n=1 n=1 n=21
onde,m* =[2,2%,2%,...]1/21/22.1/2¢.. ) € alotaria correspondente ao jogo. A entrada
que essa pessoa aceita pagar é de 21 escudos! [

O Teorema 2.5 ensina que as fungdes utilidade,
Um)=m e Um)=am+p, a >0,

traduzem o mesmo padréo de preferéncias e levam, portanto, a idéntico compor-
tamento quando se consideram lotarias arbitrarias. Os exemplos anteriores — e
também um pouco de instrospeccdo — mostram que as funcdes utilidade lineares
sdo caso muito particular. Importa, pois, efectuar a sua comparacdo com outras
formas de funcéo utilidade, tarefa em que desempenha papel de relevo o conceito
de equivalente certo.

Designe, m*, uma lotaria qualquer, m* € C*; o respectivo equivalente certo é a
quantia certa, m, (lotaria degenerada em que se recebe essa quantia com probabi-
lidade igual a um), que tem a mesma utilidade que m”,

U(m,) =U(m"), (2.16)
ou, em termos da variavel aleatoria, m, equivalente a lotaria, m*,
U(m,) = E{U(m)} = m,=U"'[E{U(m}], (2.17)

quando U é funcdo monoétona.

De acordo com esta definicdo é indiferente para o decisor receber a quantia
certa m, ou participar na lotaria m”.

Recapitulando alguns resultados anteriores tem-se:

Teorema 2.8 — Se um individuo tem funcéo utilidade linear, para qualquer lotaria
a utilidade do valor monetario esperado ¢é igual a utilidade da lotaria,

U(E{m}) = EU(m)}, (2.18)
e o valor monetario esperado é igual ao equivalente certo,

Efii} = m,. (2.19)
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Dem. Deixa-se como exercicio. [l

Além das funcoes utilidade lineares merecem especial referéncia as fungdes
utilidade convexas e as fung¢des utilidade concavas. Como vai ver-se, estas fun-
¢Oes traduzem atitudes opostas em relacdo ao risco: gosto pelo risco, as primeiras,
aversdo ao risco, as segundas. As fun¢des utilidade lineares exprimem uma atitude
intermédia ou de neutralidade.

Funcio®, U(m), real de variavel real, definida no intervalo, A, arbitrario —
aberto, semi-aberto ou fechado, finito ou infinito — diz-se convexa nesse intervalo
se para quaisquer, m;,m, € A e qualquer A € (0,1), se tem,

Ulim; + (1 — Dmy,] £ AU@my) + (1 — DHU(m,). (2.20)

Verificando-se em (2.20) desigualdade estrita a funcio diz-se estritamente convexa.
Na Fig. 2.1 representam-se as imagens da funcédo nos dois casos.

U(m) U(m)

m, Amy + (1= )my, my m Amy + (1= A)my m,

Fig. 2.1

Geometricamente (2.20) significa que sendo P, Q e R trés pontos da imagem
da fung¢ao U(m), localizados tal como se indica na Fig. 2.1, Q esta abaixo da corda
PR se a funcio é estritamente convexa ou esta abaixo ou sobre a corda se a funcio
é convexa. Evidentemente, no segundo caso, Q esta sobre a corda se a fungao for
linear entre P e R.

As fung¢des convexas gozam de importantes propriedades.

> Apesar de se usar a notacio, U(m), de funcio utilidade, o conceito de convexidade é relevante para
qualquer funcéo nas condi¢des indicadas.
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Diz-se que U (convexa ou nio) tem suporte no ponto m, € A se existe uma
funcéo afim,
¥(m) = U(my) + v(m — my),

tal que ¥(m) < U(m) paratodo om € A. A imagem da funcio suporte denomina-se
recta ou linha de suporte de U em m;, (veja-se Fig. 2.2).

U(m)

¥ =U(my) + v(im — my)

Fig. 2.2

Teorema 2.9 — A fungdo U é convexa se e somente se existe pelo menos uma recta
de suporte em todo o m € A, [interior de A].

Dem. Veja-se Roberts e Varberg (1973). 0

Teorema 2.10 — Se U é convexa no intervalo A, entdo, comi = 1,2,...,k, m; € A,
A > 0,24, = 1, verifica-se,

UAm) £ 3A4U(m) [Desigualdade de Jensen]. (2.21)
Dem. Pelo teorema anterior tem-se, para todo o my € Ay, um nimero real v tal que,
U(m) 2 U(my) + v(im — my), (2.22)

qualquer que seja m € A (veja-se Fig. 2.2). Em particular,

U(m;) 2 U(mg) +v(m; —mg), i=1,2,...,k
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tomando m, = XA;m;, multiplicando ambos 0os membros por /;, somando e simpli-
ficando, obtém-se (2.21). 0

Repare-se que a desigualdade de Jensen podia demonstrar-se por inducéo
finita a partir de (2.20); a deducédo acima tem a vantagem de abrir caminho para
o importante,

Teorema 2.11 — Se U é funcéo convexa no intervalo A e se m é variavel aleato-
ria tal que P(m € A) = 1, entdo, existindo os valores esperados E{m} e E{U(m)},
verifica-se,

U(E{m}) < E{U(m)}. (2.23)
Em particular, se U é estritamente convexa e  variavel aleatoria ndo degenerada,
U(E{m}) < E{U(m)}. (2.24)

Dem. Faga-se em (2.22) my = E{m} e substitua-se m por m,
U(m) 2 U(E{m}) + v(m — E{m});

tomando o valor esperado de ambos os membros e notando E{[m — E{m}]} = 0,
obtém-se (2.23). Se U é estritamente convexa a igualdade em (2.22) s6 pode
verificar-se param = my; como se supde que m é ndo degenerada, m tem de assumir
pelo menos dois valores com probabilidade positiva. Logo tem-se (2.24). [

Pode avancar-se agora na caracterizagdo do gosto pelo risco.

Um individuo tem gosto pelo risco quando prefere qualquer lotaria ndo dege-
nerada ao respectivo valor monetario esperado. Isto é, sendo m* uma lotaria nao
degenerada e m a variavel aleatoria com ela associada, o gosto pelo risco traduz-se
por,

U(E{m}) < E{U(m)}. (2.25)
Uma forma alternativa de enunciado consiste em dizer que o valor monetéario espe-
rado é sempre inferior ao equivalente certo,

E{m} < m,. (2.26)
Tem-se, como é evidente,

Teorema 2.12 — Um individuo tem gosto pelo risco se e somente se a sua fungio
utilidade é estritamente convexa. [

A principal concluséo a tirar da caracterizacio precedente é a seguinte: deci-
sor com gosto pelo risco — fungédo utilidade estritamente convexa — esta sempre
disposto a pagar pelo menos o valor monetario esperado para adquirir o direito a
participar na lotaria considerada; no maximo esta disposto a pagar o valor mone-
tario esperado, E{m}, acrescido da diferenca, m, — E{r}.
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Exemplo 2.4 — Considere-se a lotaria, m* = [100$, —100$], ,, e suponha-se que
o decisor tem funcéo utilidade estritamente convexa num intervalo, A = (m;, m,),
m; < —100$ e m, > 100$. A variavel aleatéria, m, associada a lotaria tem valor
esperado, E{m} = 0$. Por (2.24),

U(m*) = E{U(m)} = U(—100$)(1/2)+

i (2.27)
+U(100$)(1/2) > U(E{m}) = U(0$);

o decisor, colocado perante a situacdo em que tem de optar pela participacio ou
ndo participacdo na lotaria, prefere participar porquanto a lotaria tem para ele
maior utilidade do que a ac¢do neutra (ganho = 0$). O decisor estd mesmo inte-
ressado em pagar alguma coisa para participar apesar do valor monetario ser zero.
E alias a posigdo dos individuos cujo gosto pelo risco os leva a tomar parte em
jogos com entrada superior ao ganho esperado — jogos néo equitativos — como
sdo os praticados em todos os casinos.

Quanto esta o decisor disposto a pagar para se habilitar na lotaria m*?

A resposta é dada através do calculo do equivalente certo m,, U(m,) = U(m").

Considerando a Fig. 2.3 e a expressdo (2.27) conclui-se imediatamente que
U(m*) = OA. Fazendo, U(m,) = OA, determina-se m,, quantia maxima que o
decisor est4 pronto a entregar para adquirir o direito de jogar na lotaria. []

U(m)

—100$ - =

Fig. 2.3
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As fungdes utilidade estritamente concavas exprimem aversio ao risco, atitude
oposta a caracterizada pelas funcoes utilidade estritamente convexas, e estdo de
acordo com a lei da utilidade marginal decrescente bem conhecida dos economistas.

Funcio, U(m), real de variavel real, definida no intervalo, A, arbitrario, diz-
-se cdncava (estritamente concava) nesse intervalo se —U(m) for convexa (estrita-
mente convexa), isto é, se para quaisquer valores, m;, m, € A e A € (0,1), se tem,

UlAm; + (1 = Dmy] 2 AU(my) + (1 — DU (my), (2.28)

(com > no caso estrito).
Um individuo tem averséo ao risco quando prefere o valor monetario esperado
de qualquer lotaria ndo degenerada a proépria lotaria, isto é, quando,

U(E{m}) > E{U(m)}, (2.29)

ou, equivalentemente,
E{m} > m,. (2.30)

Evidentemente,

Teorema 2.13 — Um individuo tem aversdo ao risco se e somente se a sua func¢io
utilidade é estritamente céncava. (|

Exemplo 2.5 — Seja ainda a lotaria,
m* = [100$,-100%],
e o caso em que o decisor tem fungio utilidade estritamente concava. Tem-se
E{m} = 0$
e, por (2.29),
U(m*) = E{U(m)} = U(—100$)(1/2) + (231)
+U(100$)(1/2) < U(E{m}) = U(0$).

O decisor, se tiver de exercer uma opcéo, prefere nio participar na lotaria, pois,
para ele, um ganho de 0$ tem mais utilidade do que a lotaria. Pode mesmo dizer-
-se que, se o tentarem forcar a entrar no jogo, esta na disposicdo de pagar alguma
coisa para ser dispensado de o fazer. E a posicdo das pessoas que fazem seguros.
Na Fig. 2.4 mostra-se como se calcula a importancia maxima que o decisor esta
inclinado a pagar para nio entrar no jogo. Trata-se do equivalente certo, m,,

U(m,) =U(@m") = OA,

com U(m*) dado pelo primeiro membro de (2.30). O sinal negativo de m, indica
que o decisor é indiferente entre o prejuizo de |m, | e a participac¢do na lotaria.
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—~100$ m, 0 |

Fig. 2.4

Nada obriga um individuo a possuir func¢éo utilidade estritamente convexa,
linear ou estritamente concava em todo o intervalo de valores monetarios consi-
derado. A funcdo pode ser estritamente concava num dado troco, linear noutro e
ainda estritamente convexa noutro. O individuo pode ser prudente quanto estio
em jogo quantitativos de uma dada ordem de grandeza e audacioso quando os
quantitativos sdo de ordem diferente. Por outro lado a funcéo utilidade pode apre-
sentar pontos de descontinuidade: na Fig. 2.5 indica-se o que pode acontecer com
a funcio de utilidade de um individuo que necessita desesperadamente de uma
quantia Q.

U(m)

Fig. 2.5
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Para finalizar o resumido estudo da funcéo utilidade de valores monetarios
refere-se, de passagem, o processo que pode usar-se para determinar empirica-
mente a funcio utilidade, U(m), de um dado individuo. Embora o problema seja
mais psicologico do que matematico o Teorema 2.3 contém alguns ensinamentos
pertinentes.

Suponha-se, para facilitar a exposi¢do, 0 £ m £ M. O processo compreende os
seguintes passos®:

1.°) Convenciona-se, sem perda de generalidade,
U()=0eUM) = 1.

2.°) Pede-se ao individuo para indicar a quantia certa, m,, tal que m; = [0, M], )5,
quer dizer, tal que para o individuo ¢ indiferente receber m, ou participar na
lotaria [0, M ], /2 Indicado m,, vem,

U(m,) = U(0)(1/2) + UM)(1/2) = 0,5.

3.°) Pede-se para indicar a quantia certa, m,, tal que m, = [0,m, ], /,; indicado m,,
tem-se,
U(m,) = U(0)(1/2) + U(m;)(1/2) = 0,25.

4.°) Pede-se para indicar a quantia certa, ms, my = [m;, M|, ,; indicado ms, vem,
U(ms) =U(m,)(1/2) + UM)(1/2) = 0,75.

5.°) Pede-se para indicar a quantia certa, my, my = [my,ms];/,; indicado my,
tem-se,
U(m,) = U(my)(1/2) + U(m3)(1/2) = 0,5.

Nos passos 1.°) a 4.°) ficam determinados cinco pontos da fun¢io utilidade do
individuo,
(090); (m2> OaZS); (m1> 0,5), (mSa Oa75)! (Ma 1)

Note-se que o 5.°) passo deve fornecer m, = m;, porquanto se tem,
U(my) = 0,5 =U(my),

e U é funcdo monodtona. Trata-se de um teste de coeréncia que quando nio satis-
feito implica afastamento do individuo em relagdo ao comportamento «racional»
que assegura a existéncia de funcio utilidade. Assim, se for obtido m, # m,, repe-
tem-se os passos 2.°) a 5.°) o nimero de vezes necessario para que haja convergén-
cia. Ajustando uma curva suave aos pontos finalmente estimados fica-se com uma
ideia da imagem da funcéao utilidade do individuo inquirido.

¢ O ntimero de passos pode, evidentemente, alargar-se.
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2.5 Utilidade e probabilidades subjectivas

Toda a analise do presente capitulo foi conduzida sobre lotarias ou jogos em que
determinados prémios, c;,c,,...,¢c; € C, sailem com probabilidades, p;, ps,...
(pp 2 0,2p, = 1), conhecidas ou objectivas [0 termo «probabilidade objectiva»
deve escrever-se entre aspas pois ndo é inteiramente pacifica a respectiva inter-
pretacdo; uma possibilidade é recorrer ao conceito frequencista mas Fine (1973)
refere outras]. A teoria da utilidade exposta nas sec¢des anteriores serve para
orientar a escolha nos problemas de decisdo em face do risco mas néo tem alcance
ou, pelo menos, no é suficiente para tratar problemas de decisio em face da incer-
teza, designadamente aqueles em que as probabilidades dos estados sdo imperfei-
tamente conhecidas ou subjectivas.

Para que a teoria da utilidade tenha amplitude suficiente para cobrir problemas
gerais de decisdo, é necessario introduzir um novo tipo de lotaria cujos prémios
saiem com probabilidades imperfeitamente conhecidas.

Para estabelecer o confronto entre os dois tipos de lotarias pode pensar-se no
seguinte exemplo: nas lotarias tratadas na seccéo anterior os prémios sdo atribui-
dos em funcao dos resultados obtidos com uma roleta; nas lotarias que passam a
tratar-se os prémios sao atribuidos em funcao dos resultados obtidos numa corrida
de cavalos. Sdo as ja referidas «roulette lotteries» e «horse lotteries».

Suponha-se que o niimero de estados da natureza é finito, ® = {0,,0,,...,6,}, e
designe b, a lotaria,

bo = [Cl’ Co, ... ,Cn].

em que o prémio ¢ €Cj=12..,n, é atribuido quando se verifica ser Hj 0
estado’. Admitindo a mistura de probabilidades objectivas-subjectivas tem-se a
lotaria mais geral,

b=c,c,...,cnl,
em que os prémios sdo lotarias do tipo roleta. As lotarias b passam a ser referéncia
e o respectivo conjunto designa-se por B.

A doutrina exposta permite estabelecer que se o decisor tem um padréo de
preferéncias,«»>» em C*, satisfazendo o sistema de axiomas, {A1}-{A4}, existe, para
ele, funcdo utilidade, U, em C*. O aspecto interessante que Anscombe e Aumann
(1963) investigaram ¢ o seguinte: introduzido um padréo de preferéncias, «>p»,
em B, verificando um sistema de axiomas moldado no anterior, em que condi¢des
[1] fica assegurada a existéncia de funcdo utilidade, Up, em B; mais ainda, como
as probabilidades dos estados sdo imperfeitamente conhecidas, em que condi¢des
[2] o decisor actua como se tivesse atribuido probabilidades aos varios estados da

7 Ou se verifica que venceu o «cavalo» n.° j.
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natureza, optando depois entre as lotarias de B de forma a maximizar a utilidade
esperada. Se estas condicdes forem identificadas, as probabilidades atribuidas aos
estados da natureza podem considerar-se probabilidades subjectivas ou persona-
listas, conclusio de 6bvia importancia, pelo menos na optica bayesiana.

Seja entdo «3>p» uma relagdo binaria com suporte em B, conjunto de lotarias
do segundo tipo, satisfazendo um sistema de axiomas homoélogo de {A1}-{A4}.
Introduzam-se os pressupostos adicionais:

KK

{B1} — Para qualqueri,i=1,2,...,n,¢" > ¢, com ¢, ¢ € C*, implica,
[efsncsosen] =g el 67, ]

{B2} — ¢* » ¢™, com ¢*,¢** € C¥, implica,
[, e e g [, e, ]

{B3} — Com b; = [¢]i, ¢, ..., ¢, b; € B, ¢;€Ci=12,..,k j=1,2,..,n, tem-se,

612 b2 s b)) = LT G e G Ly i)

oo (€15 s o5 G (pro i) )
onde (py, Py, ..., p) € um vector arbitrario de probabilidades.

Os axiomas {B1}-{B3} exprimem a relacdo entre os padrdes de preferéncia «3>»
em C" e «»>4» em B. Os dois primeiros axiomas mostram como se processa a
transposi¢do do primeiro padrio para o segundo; o terceiro axioma estabelece que
a casualizacdo operada com o vector de probabilidades conhecidas, (p;, ps, ..., p)s
pode permutar-se com a casualizacdo operada pela «natureza» ao fixar o estado.
Quer dizer, se numa lotaria «combinada» os prémios dependem do resultado da
roleta e do resultado da corrida de cavalos, a ordem por que sdo conhecidos ou
obtidos os dois resultados [roleta = cavalos ou cavalos = roleta] é completamente
indiferente para o decisor.

Para exemplificar {B3} considerem-se dois estados, {0;,6,}, e duas lotarias de
cavalos,

by = [cf1, ci2). by = 631, ¢a),
cujos prémios sdo as lotarias de roleta, c{;, ¢j5, C31, ¢3,- O axioma estabelece a equi-
valéncia das lotarias representadas no esquema da Fig. 2.6.

Posto isto, se «»» e «»p» sdo padrdes de preferéncia em C* e B, respectiva-
mente, verificando o sistema {A1}-{A4} e relacionados pelo sistema {B1}-{B3},
demonstra-se que existe uma funcdo utilidade, Up, com dominio em B, tal que,
para todo o b € B,

Up(b) = U(cphy +U(c3)hy + - + U(e)hy, (2.32)
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Fig. 2.6

onde U é funcdo utilidade com dominio em C* e (hy,h,, ..., h,) é um vector de
probabilidades.

O decisor actua, assim, como se conhecesse as probabilidades dos estados e
essas probabilidades podem considerar-se probabilidades subjectivas ou persona-
listas atribuidas aos diferentes estados.

Em resumo [Ferguson (1967)],

Teorema 2.14 — Se os padrdes de preferéncia, «»» em C” e «3= 4> em B, satisfazem,
{A1}-{A4} e {B1}-{B3}, existem funcdes utilidade, U em C* e Uy em B e existe um
vector de probabilidades, (hy, hy, ..., h,), verificando (2.32). 0d

Embora a exposigao tenha sido conduzida considerando um espaco de estados
finito, o estudo de Anscombe e Aumann (1963) [que Ferguson apura] pode desen-
volver-se sobre um espaco mensuravel qualquer.

O tratamento simultineo da utilidade e da probabilidade subjectiva é extrema-
mente importante. De facto, quando se supde — veja-se seccdo 1.1 — que as pro-
babilidades sdo medidas em func¢do do comportamento do individuo ao apostar
em certos jogos hipotéticos pode cair-se em dificuldades. A fonte de preocupacio
¢ o argumento de que esse comportamento depende do montante das apostas e
ndo s6 da credibilidade atribuida aos eventos relevantes. Precisamente por isso
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alguns autores pensam em termos de apostas monetarias «suficientemente peque-
nas»; Savage (1954) chega a considerar apostas monetarias «infinitesimais». O que
importa, na verdade, é a utilidade do montante das apostas; assim, a teoria da uti-
lidade e as probabilidades subjectivas aparecem interligadas.

A primeira formulacdo da teoria da utilidade em situagdes nao deterministicas
é geralmente atribuida a von Neumann e Morgenstern (1944), autores seguidos
de perto nas seccdes 2.2 e 2.3 através da clara exposi¢do de Lindgren (1971). Essa
prioridade s6 faz sentido numa éptica puramente matematica, pois Ramsey (1926),
um tanto informalmente, ja havia provado que devia existir uma funcéo utilidade a
qual, por sua vez, arrastava um conceito de probabilidade que permitia quantificar
a credibilidade.

O grande mérito de Ramsey foi deduzir primeiro, a partir de um conjunto de
pressupostos, a existéncia de funcio utilidade na qual depois se baseou para ava-
liar as probabilidades subjectivas. Um dos pressupostos é a existéncia de uma
proposicdo «eticamente neutra», seja ;r, com grau de credibilidade 1/2, por exem-
plo uma proposicdo como «esta moeda, quando lancada, cai com a <face> voltada
para cima». Garantida a existéncia de funcéo utilidade tem-se, por exemplo, para a
lotaria, ¢* = [¢; | 7, ¢, | 7] — a notagéo foi ligeiramente modificada e significa saida
do prémio ¢; quando 7 é verdadeira e saida do prémio c, quando 7 é verdadeira —
a utilidade,

U(c) = U(cl)% + U(cz)%.

Dados dois conjuntos de estados, @, f C O, se o decisor manifesta indiferenca
perante as lotarias,

[c1BelB] e [alanpelanpelp],
a credibilidade de «, dado B, é dada pela expressao,

U(e;) — Uley)
U(e;) - U(C4)’

e verifica-se que segue as leis de probabilidade usuais.

A formulagdo de Anscombe e Aumann tem um aspecto que alguns autores
consideram pouco satisfatério [por exemplo, Fine (1973)]: mistura probabilidades
objectivas (as das «roulette lotteries») com probabilidades subjectivas (as das «horse
lotteries») o que tem como consequéncia que as avaliagdes subjectivas sdo tomadas
em relacdo a uma escala objectiva de probabilidade preexistente.

A construcdo axiomatica de Pratt, Raiffa e Schlaifer (1964) é tida como uma das
mais rigorosas se bem que limitada ao caso finito. Estes autores introduzem a ideia
de uma «experiéncia canoénica» que corresponde efectivamente a postular a exis-
téncia de variaveis aleatdrias, x e y, independentes e com distribui¢do uniforme no
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intervalo [0, 1]. Este postulado tem algo a ver com a proposi¢do «eticamente neu-
tra» de Ramsey. O que qualquer dos pressupostos® mostra essencialmente é, como
diz Lindley (1971a), a necessidade de: « ...a standard to which, other statements of
uncertainty can be compared».

O tratamento de DeGroot (1970) é diferente e tem a particularidade de intro-
duzir um sistema de axiomas para as probabilidades subjectivas e, posteriormente,
um sistema de axiomas para as utilidades. Mas, note-se, do primeiro sistema faz
parte o pressuposto de que existe uma variavel aleatéria com distribuicdo uniforme
no intervalo [0, 1]. A estruturagio de von Neumann e Morgenstern conduz a uma
funcéo utilidade limitada; DeGroot, na sua analise, mostra que esse resultado é
consequéncia das restri¢des impostas ao conjunto de lotarias e que um sistema
mais amplo de axiomas, admitindo uma mais vasta classe de lotarias, leva a uma
funcao utilidade néo limitada, facto que na pratica pode ter vantagens.

Outras construcdes, nomeadamente as devidas a Savage e a Krantz e Luce,
podem estudar-se em Fine (1973). Fine afirma que a do primeiro, retomada e desen-
volvida pelos segundos, é baseada unicamente numa nocéo primitiva de preferén-
cia e faz aparecer as probabilidades subjectivas independentemente de quaisquer
outras concepgdes de probabilidade.

2.6 Funcao utilidade e fungao perca

Segundo o principio de coeréncia em que se baseia a decisdo estatistica — veja-se
sec¢do 1.1 — a optimizagao sobre o conjunto das funcdes de decisao deve ter como
critério a maximizacgdo da utilidade esperada. As condi¢des em que existe funcio
utilidade sdo, por isso, importantes, pelo menos em teoria.

Quando se consegue determinar correctamente a funcdo utilidade, U(6,a), a
funcio perca sai imediatamente da relacio,

L(0,a) = -U(6,a), (2.33)

que tem o atractivo de permitir a correspondéncia entre a maximizacéo da utilidade
esperada e a minimizacéo da perca esperada.

Autores ha que sustentam que o que é importante é a perca relativamente a
melhor ac¢éo, posicdo que os leva a empregar de preferéncia a funcéo pesar,

Ly(0,a) = sup,U(0,a) —U(6, a)

. (2.34)
= L(#,a) — inf, L(6, a).

® E a presenca de probabilidades objectivas na formulacio Anscombe-Aumann.
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Quando a* é a melhor accéo para o estado 9, tem-se Ly(0,a*) = 0, propriedade de
inegavel interesse. Os economistas chamam a Ly(6, a) funcéo perca de oportuni-
dade ou custo de oportunidade.

Quando se nio aceita a teoria da utilidade ou se nio consegue construir uma
funcéo utilidade satisfatoria, fica-se impedido de aplicar a teoria da deciséo esta-
tistica? A resposta é negativa; na propria elaboracdo de Wald em 1950, a funcgéo
perca — que também designa por fun¢ido ponderacdo — é um dado do problema de
decisdo e o objectivo é a minimizacdo da perca esperada. Esta posicdo de partida
é tomada com plena consciéncia dos obstaculos que cercam a determinacio pra-
tica da funcéo perca e que levam com frequéncia a adoptar formas expeditas ou
puramente convencionais. Por outro lado, a marginalizacdo da teoria da utilidade
deixa a minimizacdo da perca esperada sem o «perfume» da coeréncia.

Se o desenvolvimento da teoria da decisao estatistica se processa pressupondo
que a fungdo perca é dada, nada existe nessa teoria que justifique tomar a funcdo
perca com sinal trocado para representar a utilidade!

Nos problemas de decisdo estatistica, 8, o estado da natureza, é muitas vezes o
parametro de uma distribui¢éo, facto que pode dar origem a dificuldades na inter-
pretacdo da funcéo utilidade. Berger (1980) cita a proposito o seguinte exemplo:
uma empresa realiza um estudo de mercado antes de langar um novo produto e
procura estimar a proporg¢ao do universo, seja 8, que se diz interessada em adqui-
rir o mesmo; na verdade a empresa tem resultados que dependem da proporgao
que vai de facto comprar o produto, proporc¢do que é fungio de outros factores
aleatérios tais como a conjuntura econdémica. Assim, as consequéncias da tomada
da accdo a quando o estado é 6, ndo sdo caracterizadas pelo par (6, a), mas sim por
uma variavel ou resultado aleatdrio, R; nesse caso parece legitimo definir,

U(0.a) = Eg JUR)},

onde a expressdo do segundo membro é o valor esperado de U(R) calculado para
o par (0, a), que evidentemente condiciona o comportamento de R.

O comentario que as consideragdes acima imediatamente sugerem é o seguinte:
por que motivo néo se consideram estados da natureza que compreendam todos os
factores relevantes, desde as intencdes de compra as condicdes econémicas envol-
ventes? Em teoria seria esta a atitude logica; na pratica revela-se muitas vezes
conveniente separar os factores em relacdo aos quais se pode obter informacéo
estatistica — caso da propor¢do de compradores potenciais — dos factores em que
se ndo pode ir além de vagas conjecturas — tidas em conta ao esbocar a distribuicdo

de R.






CAPITULO 3

FUNCOES DE DECISAO MINIMAX E BAYES

3.1 Accoes puras. Accoes mistas

Suponham-se finitos, por agora, o conjunto de ac¢des, A = {a;,4dy, ..., a,}, € 0 con-
junto de estados, ©® = {0,,0,,...,0,}. A cadaaccdoa; € A pode fazer-se corresponder
um ponto ou vector de R*, chamado vector perca, que passa a designar-se por,

t(a) = [L(6,a), L(O,,@),...,L(6,a)], i=1,2,....m. (3.1)

As componentes de £(q;) representam as percas correspondentes aos varios
estados.

Podem conceber-se situagdes em que o decisor exerce a sua op¢do por meio de
um processo ou mecanismo aleatorio. E o que sucede quando lanca uma moeda ao
ar para decidir a ida ao teatro ou ao cinema. A casualizacdo conduz ao conceito de
accdo mista: escolha entre as ac¢des puras, a;, com probabilidades, §,i = 1,2,...,m,
g 2 0, 3¢ = 1. Optar por uma accdo mista equivale a indicar um vector de proba-
bilidade, ¢ € S,,, onde S,, é o simplex de R™,

Sm = {(j = (é/l’gz:""gm) : é/l Z 0:2§1 = 1}

Cada acgéo mista é definida por uma distribui¢do de probabilidade sobre o espaco
de accdes puras. As accdes puras sdo casos particulares de ac¢des mistas: corres-
pondem aos vértices do simplex, (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,..., 1).

Designe a” a accdo mista genérica obtida com o vector de probabilidade gené-
rico, { € S,,. A perca associada com a* quando o estado é 0; é definida pelo valor
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esperado,
L0, a) = Y LO.a);, j=1.2....n. (3.2)
i=1
Com,
t(a*) = [L(6y,a"), L(6,, a"), ..., L(6, @) ],
tem-se,
t@) =) #a). (3.3)

i=1
O espaco de acc¢des mistas, obtido quando ¢ percorre S, designa-se por A*; como
é 6bvio, A C A*.

Considerem-se os conjuntos de R",

S = {[ = (€1’£2"“’£n) : fj = L(Gj, al'), a; (S A}, (3.4)

S* = {f = (813[25 ,fn) : f} = L(ej’ a*), a* € A*} (35)

A S chama-se conjunto perca e a S* conjunto perca casualizada. Claramente, S C S*;
por outro lado, como se conclui de (3.3), os pontos de S* sdo obtidos por combi-
nacéo linear convexa dos m pontos de S. Portanto, S* é o ambiente convexo de S,
isto é, o conjunto convexo minimo que contém S ou ainda a intersecgio de todos os
conjuntos convexos que contém S. Sendo S finito, S* é: [1] paran = 2, um poligono
convexo, excepto quando os pontos £(g;) sio colineares caso em que se reduz a um
segmento de recta; [2] para n = 3, um poliedro convexo, com excepg¢des Obvias;
[3] para n > 3, um hiperpoliedro convexo.

Exemplo 3.1 — Dada a matriz perca,

a; a; as ay as

6| 2 4 3 6 4
613 1 3 2 5

na Fig. 3.1 representam-se os cinco pontos do conjunto S,

S = {e(al)’ f(dz), e(aS)’ f(a4)! e(aS)}a
={(23), (4.1), (3,3), (6,2), (4.5)},

e o quadrilatero correspondente ao conjunto S*,

5
S* =12(8 + 44 + 38 + 64, + 485,38 + & + 385 + 28, +585) ¢ QZO,Zézl .
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£, £,
5F o £(as) 5
4 4
S ta) © 0 tee) 3
21 .f(a4) 2
by £(a,) !
%1 2 3 4 5 ¢ b % 1 2 3 4 5 o b

Exemplo 3.2 — Para mostrar a vantagem da introdugéo de ac¢des mistas, considere-
-se a matriz perca,

| a as as

Tem-se,

S ={(4.1), (1,4), (3,3)},
S ={(40 + & +38G, G+H4AG+38) 1§20, +4+ G =1}

Pergunta-se: hé lugar para a escolha de a;? A primeira vista parece que sim, pois
ag é preferivel a a; quando 6 = 6, e preferivel a a, quando 8 = 6,. Se o decisor
resolve optar por a, com probabilidade 1/2 e por a, com probabilidade 1/2, isto é,
escolher a ac¢do mista a* associada com o vector de probabilidades, (1/2, 1/2), a
perca esperada tem por valor,

para =0, : £,(a*) =4(1/2) +1(1/2) =5/2 < 3;

para 0 =0, : £,(a*) = 1(1/2) +4(1/2) =5/2 < 3.
Deste modo, qualquer que seja o estado, a accdo mista a* é sempre preferivel a
a; (veja-se Fig. 3.2). Por outras palavras, no conjunto A = {a,,a,,as}, todas as

ac¢des sao admissiveis; no conjunto A*, a ac¢ao a; é inadmissivel por ser dominada
estritamente pela ac¢do mista,

* 1 1
a =<a1>_+<a2>_.
2 2
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&

4t £(a,)

3l £(as)

2t 2(a*)

1t f(al)

Fig. 3.2

g

Quando A é infinito numeravel ou continuo, uma ac¢do mista, a* € A*, tem
associada uma distribuicio de probabilidade sobre A, seja {. Generalizando (3.2),
tem-se o valor esperado,

L6, a*) = E{L(6, Z)}, (3.2')

onde Z é uma variavel aleatéria assumindo valores em A com distribuicdo . Em
tudo o que segue supde-se L(0,a*) finito para todo o a* € A*.

3.2 Funcoées de decisao mistas e aleatdrias

Nos problemas de decisdo com dados representa importante papel a fungéo risco,
R(0,8) = Ep{L[0,5(X)]}, 0 € ©, § € D, definida em (1.67), pois corresponde a perca
esperada que muitas vezes o decisor procura minimizar (pelo menos o decisor
frequencista).

Se © = {6,,0,,...,0,}, o conjunto de R”,

Sp={t=(t;,t....t,) : ; =R(6,5), SeD}={td):5€D},  (3.6)

designa-se por conjunto risco. Ao conjunto D pertencem sempre as fun¢des de
decisdo §(x) = a, para cada a € A; logo, S C Sp, onde S é o conjunto perca (3.4).

A relacdo, S C Sp, mostra que o conjunto risco sofre uma ampliacdo relativa-
mente ao conjunto perca por forca da experimentacdo. Os custos da experimen-
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tacdo sdo normalmente compensados pelo alargamento do espago de manobra do
decisor e pelas potencialidades de redugio do risco.

Na seccéo anterior foi apreciado como a introdugio de acgdes mistas permitia
ja uma certa ampliacédo de S, conduzindo a S*, com S C S*. Na decisdo com dados
existe também a possibilidade de usar func¢des de decisdo mistas por combinacdo
ou mistura de funcdes de decisdo puras, isto é, elementos § € D'. Em geral, §*,
representa uma funcio de decisdo mista e D* o respectivo conjunto; §* equivale a
uma distribuicdo de probabilidade sobre D. Naturalmente, D C D*, pois as distri-
bui¢des de probabilidade degeneradas, que atribuem probabilidade 1 a cada § € D,
sdo casos particulares em que sai §* = 6.

Quando 6" € D" resulta da combinagido de ntimero finito ou infinidade nume-
ravel de fun¢des de decisdo puras, §; € D,i = 1,2,...,5" estd associada com uma
distribuicédo discreta ou vector de probabilidade, seja ¢. A fungédo risco assume a
nova forma,

R(9,6") = ) RO, 8¢ (3.7)
No caso geral, em que §” esta associada com uma distribuigéo, seja ¢,
R(6,5") = E{R(0, Z2)}, (3.8)

onde Z é um elemento aleatério assumindo valores em D e tendo distribuigio ¢,
Quando um tratamento rigoroso é necessario ha que instituir D em espaco de
probabilidade.

Empregando funcoes de decisdo mistas passa a ter-se o conjunto risco
casualizado,

Sh={t=(t,0,....8,) : ;= R(6,8%), & eD}={0"):6 €D} (39

Tem-se, Sp C Sp), em virtude de D C D*. Se D é conjunto finito, resulta imediata-
mente de (3.7) que S, é o ambiente convexo de Sp. Com D qualquer, demonstra-se
[veja-se Ferguson (1967)] que Sy, continua sendo o ambiente convexo de Sp.

! A casualizagdo ou mistura de acgdes ou de funcdes de decisdo é um procedimento importado da
Teoria dos Jogos que faz confusdo a muita gente. Na Teoria dos Jogos a casualizacdo de estratégias
é feita com o proposito de manter o adversario na ignorancia da escolha. Mas porqué casualizar
quando néo se tem pela frente um adversario inteligente disposto a infligir a maior perca possivel?
A ideia, contra a qual se insurge Fisher (1956), é dar maior escopo a teoria da decisdo tornando
possivel a exposigdo de certas matérias nomeadamente as que se prendem com a teoria minimax
adiante aflorada (veja-se também, no Capitulo 7, inicio da sec¢do 7.2, a vantagem da casualizagdo
no ensaio de hipéteses). No entanto, como diz Berger (1985), a casualizagdo raramente é proposta
para usos praticos. Alids importa ndo confundir a casualizac¢io introduzida aqui com a casualizagio
utilizada no planeamento de experiéncias cuja fecundidade ninguém pde em duvida.
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Exemplo 3.3 — Para apreciar as vantagens da experimentacio e da casualizacio
de forma muito esquematica, retome-se o Ex. 1.33. Na decisdo sem dados a matriz
perca é,

a; az as

A possibilidade de examinar o barémetro conduz a matriz risco,

& & & 4 & & & & b

0 4 5 2 42 48 3,6 24 44 26
0, 4 0 5 04 36 49 41 45 05

As funcgoes de decisio puras, D = {, ..., 8}, foram indicadas na pag. 100. A matriz
risco contém nas trés primeiras colunas as fun¢des de decisdo, §; = a;, §, = a,,
d; = a3, que ignoram o resultado da leitura do barémetro.

Na Fig. 3.3 inscrevem-se os pontos, [R(0,,8,),R(0,,5,)], parai = 1,2,...,9.
A regido limitada a tracejado corresponde ao conjunto S* e a limitada a trago grosso
corresponde a Sj,. Como é evidente, S* C Sp, i.e., na decisdo com dados o campo
de escolha do decisor é em geral mais alargado.

£
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Quando © nio é finito deixa de poder trabalhar-se com os conjuntos de risco,
Sp ou Sjy%. Para ter uma ideia da bondade das funcdes de decisio pode analisar-se
o comportamento da fungéo risco, R(6,5) ou R(0, 5*), para alguns elementos de D
ou de D*, quando 0 percorre ©.

Exemplo 3.4 — A caracteristica de um dado universo, seja X, tem distribuicdo
exponencial negativa,

f(x|0) =(1/0) exp{—x/0}, x>0, 0>0.

Pretende estimar-se o parametro 6. O espaco de estados ou do pardmetro é, © =
(0, 00); uma accéo, a, interpreta-se no presente contexto como a proposta do numero,
a, como estimativa de 8. Assim, para o espaco de ac¢des toma-se A = (0, ), donde,
A = O, como sucede em geral nos problemas de estimacéo.

A experiéncia consiste, por hipotese, na observacao de N variaveis aleatorias,
X; LLD. a X. Uma funcéo de deciséo, § € D, faz corresponder uma estimativaa € A
a cada ponto x € X, onde,

X ={(x, %, .00, xy) : >0, i=1,2,...,N}L

Por outras palavras, funcéo de deciséo é estimador.
Considerem-se as trés funcdes de decisio,

§,(x) =) x/N =X,
52(X) = E + 1,
d5(x) = xy (Ultima observagio),

que nio esgotam, como é evidente, o conjunto D. A respectiva funcéo risco pode
calcular-se desde que seja dada a fungéo perca. Suponha-se,

L(0,a) = (a—0)%
vem,
R(0,8,) = Ep{[8,(X) — 01°} = Ep{(X — 0)*} = 6*/N;;
R(0,8,) = Eg{6,(X) — 0]°} = (6°/N) + 1;
R(6,8;) = Ep{[65(X) — 0)%} = 67,

expressoes cujo calculo se deixa como exercicio. As fungdes risco apresentam-se
na Fig. 3.4. Entre as trés funcdes de decisdo consideradas, a melhor é é;; §; domina
estritamente §, e §; que sdo, portanto, inadmissiveis.

2 Que ddo um panorama geral das consequéncias das possiveis escolhas e permitem substituir con-
juntos provavelmente complicados (D ou D*) por simples conjuntos de R".
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R(6,85)

R(6,6,)

R(6,6,)

Fig. 3.4

g

Revela-se muitas vezes conveniente recorrer a um processo de casualizacgio de
funcdes de decisdo diferente do atras apresentado. Alias, alguns autores [Berger
(1980), por exemplo] empregam exclusivamente func¢des de decisdo obtidas pelo
processo de casualizacdo que passa a descrever-se.

Considere-se o produto cartesiano, X x A e seja ® a classe de fun¢des ¢ com
dominio em X x A, tais que, para cada x € X, ¢(a|x) é uma distribuicdo de proba-
bilidade sobre A; ¢ é funcédo de decisdo aleatoria e @ a classe de funcdes de decisao
aleatérias. Tomar ¢ € ® equivale a adoptar a seguinte regra: realizada a experién-
cia e observado, x € X, o decisor escolhe um a € A de acordo com a distribuicdo
$(alx).

Para precisar a ideia de funcdo de decisdo aleatéria, suponha-se A finito,
A = {a,a,...,a,}; neste caso, para cada x € X, ¢(a;|x), i = 1,2,...,m, repre-
senta a probabilidade com que é tomada a accéo g; condicionada pela observacéo
de x. Assim, qualquer que seja ¢ € O, tem-se,

¢ = [¢(a | x). §(a; | x). ... §(ay | )],
$la;|x) 2 0,i=1,2,....m Y $a|x)=1 (3.10)

A respectiva esquematizacdo é feita na Fig. 3.5.
De modo geral, funcdo de decisao aleatoria, ¢ € @, é funcdo que a cada x € X
faz corresponder uma accéo mista, isto é, um elemento a* € A*; esta ideia é parti-
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P(ay, | x)

Fig. 3.5

cularmente clara no caso A finito. Funcéo de decisdo pura, § € D, é fun¢io que a
cada x € X faz corresponder uma ac¢io pura, isto é, um elemento a € A.

Quando se recorre a uma funcio de decisdo mista, a casualizacio sobre D que
a mesma implica pode fazer-se indiferentemente antes ou depois de ser conhecido
o resultado da observacéo, x. Quando se emprega uma funcéo de decisio aleatéria,
a casualizacéo sobre A que a mesma implica s6 pode fazer-se, em geral, depois de
conhecido x. Parece assim intuitivo que as primeiras néo sdo mais gerais do que
as segundas, pois a casualizacdo sobre D depois de conhecido x é perfeitamente
equivalente a uma casualiza¢do sobre A.

Antes de referir de passagem o problema da equivaléncia entre os dois métodos
de casualiza¢do convém introduzir a funcéo risco, R(@, ¢), com ¢ € ®, fazendo a
distinc¢io relativamente a R(6, 5) e R(0, 6*).

Por defini¢io de perca esperada,

R(0,$) = E,{Lx (0,9}, (3.11)

onde,
L.(0,¢) = E{L(0, Z)}, (3.12)

com Z elemento aleatdrio assumindo valores em A segundo a distribuicdo ¢(a | x).
Por exemplo, com A = {a,, a,, ..., a,,}, tem-se,

L(6,¢) = Y L0, a)d(q;| x),

i=1
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donde,
RO, ¢) = LC [Z L(0, a)¢(a; | x)l f(x|0)dx,

no caso continuo, ou,

X

HOEDY [Z L(6, a))¢(a, | X)l f(x10),

no caso discreto.
Se A=R,

L.(0,9) = L L(6, a)p(a| x) da,

entendendo, ¢(a| x), como densidade sobre A.

Em certas condi¢des, demonstra-se — o tratamento mais geral deve-se a Wald
e Wolfowitz (1951) — que os dois processos de casualiza¢do sdo equivalentes, quer
dizer, para cada 6* € D* existe um ¢ € ® tal que para todo 0 0 € ©, R(6, 8*) = R(6, ¢)
e reciprocamente.

O emprego de funcoes de decisao casualizadas — mistas ou aleatorias — vai ser
reduzido ao minimo, limitando-se aqueles casos em que do mesmo resultam claras
vantagens.

Equacionado um problema de decisdo com dados, a questido fundamental con-
siste na escolha de uma funcio de decisdo® §* € D*. Logicamente, a primeira ideia
que ocorre é procurar um 5 tal que, R(6,5%) < R(0,6"), para qualquer 8’ € D* e
todo 0 0 € ©. A desilusdo nio se faz esperar; funcio de decisdo com risco minimo
para todo o 6 € © (risco uniformemente minimo) existe raramente e s6 em situa-
¢Oes triviais. Normalmente, ocorre o seguinte: uma funcio de deciséo que é 6ptima
para um dado estado 6’, deixa de o ser quando 6 = ¢".

Exemplo 3.4 — Continuagao. Considere-se a funcao de decisao,
8 (x) = 6,,

com funcéo risco,

R(0,8) = (6, — 0)°,

representada na Fig. 3.6 juntamente com R(6, §,). Se o estado é 6,, o melhor que o
decisor tem a fazer é utilizar §y; no entanto, se 6 = 6’ # 6,, §'(x) = 0’ passa a ser
melhor do que §,. Como é de verificacdo imediata, ndo existe fun¢éo de decisao
6ptima para todos os estados.

> OQuged.
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R(6,9)

%

Fig. 3.6

O

Sao conhecidas duas vias para sair do «impasse» a que leva a néo existéncia
de funcdo de decisdo uniformemente melhor do que todas as outras, i.e., com risco
uniformemente minimo.

A primeira via consiste em considerar o conjunto D* demasiado amplo, con-
tendo funcoes de decisdo, como &, no exemplo anterior, muito desequilibradas na
medida em que minimizam o risco para um s6 estado e sdo insensiveis ao que
se passa com os outros estados. Segundo esta optica limita-se ou restringe-se o
estudo a um subconjunto de D* cujos elementos possuam certas caracteristicas
de «imparcialidade» ou simetria e procura-se optimizar dentro desse subconjunto.
A restricdo de D* pode fazer-se recorrendo aos conceitos de invariancia e de néo
enviesamento que adiante se estudam. Advirta-se desde ja que a escolha em classes
restritas pode levar a incoeréncias.

A segunda via consiste em introduzir principios ou critérios de escolha — pro-
blema «filosé6fico» — determinando em D* a funcéo (ou fun¢des) 6ptima a luz des-
ses principios — problema «técnico». Enquadram-se nesta orientacéo as solugdes
minimax e Bayes que passam a estudar-se®.

Ha uma diferenca entre as duas vias que importa destacar. Enquanto depois
de introduzir os conceitos de ndo enviesamento ou de invaridncia se insiste em
procurar uma funcéo de decisio uniformemente melhor do que todas as outras da
classe restrita, isto é, procurar § € D (classe restrita de D*), tal que,

R(0,6) £ R(6,6) para todo 0 6 € ® e todo 0 8* € D},

4 Alias ja referidas na secgéo 1.7.
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no caso dos critérios minimax ou Bayes procura-se optimizar num sentido global,
isto é, procura-se § € D* (classe universal) que minimize medidas globais de risco,
como

sup R(6,9) [critério minimax],
0ecO

ou,

J R(6,5)h(0) do [critério risco Bayes].
)

Evidentemente, em relacéo a classe universal, a optimizacdo no sentido global con-
duz sempre a propriedade mais fraca do que a traduzida por risco uniformemente
minimo.

3.3 Funcgoes de decisao minimax

O principio minimax é pessimista por exceléncia: recomenda ao decisor que conte
com uma «natureza» radicalizada na sua hostilidade. O decisor deve preparar-se
para o pior, isto é, considerar em relacio a cada funcdo de decisdo, §* € D", a

méxima perca esperada ou risco em que pode incorrer>,

sup, R(6,8%), & € D", (3.13)

e proceder entfo a escolha da fun¢io de decisdo que minimiza a maxima perca
esperada ou risco.
Funcéo de decisdo, §* € D*, é minimax quando verifica,

sup, R(6, 5%) = infy. sup, R(6, 67); (3.14)

se existir §* com esta propriedade o decisor que a emprega pode estar seguro que
néo tem risco superior ao segundo membro de (3.14), designado risco minimax.
E simples exercicio verificar que §* é minimax se e somente se,

R(@’,5%) < sup, R(6,6%), (3.15)

para todo 6" € ® e todo 0 §* € D*.

O principio minimax teve origem na teoria dos jogos estratégicos e fornece
solucdes aceitaveis quando se defrontam dois oponentes inteligentes e o ganho
de um é a perca do outro — jogos com soma nula. Nos jogos estatisticos, em que
os adversarios sdo o decisor e a «natureza», parece atitude extremamente pessi-
mista admitir que a natureza actua sistematicamente contra o decisor, procurando
infligir-lhe o maior prejuizo possivel. Tal atitude, além de ndo encontrar suporte na

> Escreve-se sup, ou inf; em vez de sup, .- ou inf; .z sempre que nio haja dtvida sobre o conjunto E.
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teoria da utilidade, conduz por vezes a decisdes muito pouco razoaveis. Apesar das
suas limita¢des, o principio minimax continua a ser aplicado na deciséo estatistica,
nao sendo de excluir a hipétese de que seja o mais recomendavel em determinado

tipo de problemas.
Exemplo 3.3 — Continuagao. O critério minimax pode servir de orientagdo na
escolha de uma accéo na decisdo sem dados que é, alias, caso muito particular da

decisdo com dados.
Considere-se a matriz perca,

Como imediatamente se reconhece, a accdo pura minimax, d, é a = ay,

porquanto,
maxy L(0, a;) = min, maxy L(0, a) = 4,

isto é,
maxy L(0,a,) = 4 < maxy L(, a,) = maxy L(6,a;) = 5.

Considere-se a matriz risco quando D = {3,, 8, 83, J;, 85, &, &7, 05, 0o };

S & & & O & & & O
0 4 5 2 42 48 3,6 24 44 26

A funcio de decisdo pura minimax 5= 9,
maxy L(6, §,) = ming maxy R(0, ) = 2,6;

ao empregar J, o decisor esta seguro que a perca esperada ou risco nunca sai supe-

rior a 2,6 (risco minimax).
Adiante mostram-se as vantagens que podem colher-se da casualizac¢do no qua-

dro do mesmo exemplo. [

Exemplo 3.5 — Com £ nimero real, arbitrariamente pequeno e positivo, considere-
-se a matriz perca em baixo. A aplica¢io do critério minimax conduz a escolha de

as, sugestio que ninguém de bom senso aceita.
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a; as as

6 | & & 100-¢

0, £ & 100-¢
6; | 100 100 100 —¢

O

No caso O finito, © = {0,,0,,...,0,}, a interpretacio geométrica das solucdes
minimax ¢é feita recorrendo ao conceito de ortante inferior. Para qualquer z € R”,
o ortante (quadrante se n = 2, octante se n = 3) inferior em z = (zy,2,,...,2,) € 0
conjunto,

Q={t=(,0...0) : <z, j=1,2,..,n}k (3.16)

Com¢ = (£, %, ..., £,) ponto de Sj), 0 maximo risco em que o decisor pode incorrer é
max; ;. Assim, no que respeita a solucio minimax, os pontos de Sy, que conduzem
ao mesmo valor para max; ¢;,

Se max; {; = ¢, sdo pontos equivalentes os que pertencem a interseccéo de Sj

com a fronteira do ortante em ¢ = (c,c, ..., ),
Q. ={t=(y,6,....,8,) : t<cj= 1,2,...,n}

Portanto, para obter a solu¢do minimax procura-se o infimo dos valores c, seja c,

sdo equivalentes.

para os quais a interseccéo ¢ ndo vazia,

Q, N Sp # D;
£
¢ + Dbontos
equivalentes
A/
S
/ 55
Ponto
minimax
0 ¢ c 14

Fig. 3.7
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entdo, se existir ¢, e se houver 5* € D" tal que®,
¢(5") € Q,, N Sp, (3.17)

5 é funcdo de decisdo mista minimax (veja-se a Fig. 3.7).
A Fig. 3.8 exemplifica trés casos de interpretacdo geométrica das solucdes
minimax.

*
Sp
*
Sp
PR ~
f ponto
pontos ponto/v minimax
minimax minimax

Fig. 3.8

Exemplo 3.3 — Continuagdo. Na Fig. 3.9 procede-se a uma ampliacdo da Fig. 3.3,
retendo apenas a localizagdo dos pontos de interesse para o estudo que segue:
£(55), 8(8,) = t(ay) e 8(35) = #(as).

Analisando a Fig. 3.9 rapidamente se conclui que a ac¢io mista minimax, a*, é
dada por combinacio de a, e a5, com probabilidades que é simples exercicio mostrar
serem 3/8 e 5/8 respectivamente. A perca minimax é,

L0, ") = L(8,, &) = L(6,,a,)(3/8) + L(6,, a5)(5/8) = 5(3/8) + 2(5/8) = 3,125.

Quando se emprega a ac¢io pura minimax a respectiva perca é 4. Do ponto de
vista minimax revela-se, portanto, vantajoso casualizar sobre o espago de acgdes.
A funcédo de decisdo mista minimax, 5*, resulta da combinacdo de §; e §,, com
probabilidades, 0,41 e 0,59, respectivamente; o risco minimax tem por valor,

R(0,,6%) = R(6,,5*) = R(6,,5,)(0,41) + R(6;, 5,)(0,59)
= 2,354.

Note-se a melhoria conseguida em relacéo a funcéo de decisdo pura minimax, d,,
cujo risco minimax é igual a 2,6. Do ponto de vista minimax — e como seria de

6 Recorde-se: £(8") = [£,(5%), (,(5"), ..., £,(8")] = [R(8,, 5°), R(6,, ), ..., R(8,, 5)].
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esperar dado o que se verificou com as ac¢des puras — é vantajoso casualizar sobre
o espaco de func¢des de decisdo. [J

Exemplo 3.6 — Uma empresa de transportes aéreos tem oportunidade de adquirir
um grupo de avides usados e as ac¢des possiveis sdo:

a; — comprar o grupo de avioes;
a, — ndo comprar o grupo de avides.

Sabe-se que 1000 horas de voo representam o ponto critico na exploracéo de avides
do tipo dos daquele grupo: se um avido voa 1000 horas ou mais a empresa realiza
um resultado positivo r; se voa menos realiza um resultado negativo s. O estado da
natureza é o nimero de avides em condicdes de voar 1000 horas ou mais:
© = {0,1,2,...,10}. Antes de tomar uma decisdo a empresa pode experimentar
um dos avides; tem-se X = {x;, x,}, onde x;, indica teste satisfatorio e x, indica
teste nio satisfatorio. A distribui¢do de X, no caso presente func¢io de probabili-

dade, depende de 6,

flx 10) = %; f(leﬁ)zl—%.
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As quatro funcdes de decisdo encontram-se no quadro abaixo:

B

X1 a; az a; as
X a; az a; a;

A funcdo perca é dada por,
L(6,a,) = —r0+s(10 —0); L(6,a,) = 0.
Para as fungoes risco, vem,

R(0,6,) = L(0,a,) f(x, |0) + L(0,a,) f (x| 0) = —1r0 + s(10 — 0);
R(0,8,) = L(0,a,) f(x,10) + L(0,a,) f(x,|0) = 0;
R(0,8;) = L(0,a,) f(x;|0) + L(0, ay) f (x; | 0)

= [=r0 + (10 — 0)] [1%] :

R(0,6,) = L(0,a,) f(x, |0) + L(0,a,) f(x, ] 6)
= [=r0 + 5(10 — 6] [1 _ 1%]

A representacdo grafica, no caso particularr = 2 e s = 3, faz-se na Fig 3.10, devendo
notar-se que s6 os valores inteiros de 6, 0 < 0 < 10, sdo relevantes.

Como pode ver-se nio existe nenhuma fungio de decisdo que seja a melhor
para todos os estados; d5, ndo sendo a melhor para nenhum dos estados, é bastante
razoavel em relacdo ao conjunto dos estados.

Por outro lado, notando que,

maxy R(0, ;) = 30,
maxy R(6,8,) = 0,
maxy R(6,8;) = 4,5,
maxy R(6,8,) = 30,
conclui-se que a fungéo de decisdo pura minimax é §,, facto que pde em relevo a

atitude de extrema prudéncia ou conservadora recomendada pelo critério minimax
[Silvey (1970)].
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Fig. 3.10
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Quando néo existe funcdo de decisdo minimax — os problemas de existéncia
sdo melhor abordados no capitulo seguinte — o decisor pode recorrer a uma fun-
¢éo de decisdo minimax-&, com ¢ numero real arbitrariamente pequeno e positivo;
5** € D* é minimax-¢ se,

supy R(6, 5 < infy. sup, R(0,6%) + £. (3.18)
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Usando ** o decisor pode estar seguro de que a sua perca esperada ndo excede o
risco minimax em mais do que £. Na Fig. 3.11, ainda no caso © finito, indica-se o
conjunto de pontos de S, correspondentes a funcdes de decisdo minimax-¢.

// ~N
\
e \
7/ \
/ I
4 ]
/ *
/ SD /
/ /
/ /
| /
| /
7/
! /
\ 7/
\ 7

solu¢des minimax-¢&

Co +¢&

Fig. 3.11

Se, por qualquer motivo, o estado 8 fosse conhecido antecipadamente, o decisor,
actuando racionalmente, escolheria §’ € D* tal que,

R(,8") = infs. R(0,5%).

Esta perca minima néo pode ser evitada em nenhuma circunstancia. Na pratica
o decisor ndo conhece o estado e tem de escolher uma funcdo de decisdo de D*.
Se opta por §* # &', quando vem a saber que o estado é 6 sente pesar por nio ter
escolhido §’. A funcéo pesar ou perca de oportunidade é entéo definida, para todo
o par, (0,5"), pela diferenca,

R,(6,8%) = R(6,5") — infy. R(6,5"). (3.19)

Em alguns problemas é indiferente empregar a funcéo risco ou a funcéo pesar;
casos ha, todavia, em que a segunda é preferivel, quer pela importancia que os cus-
tos de oportunidade tém nos estudos econémicos, quer pela possibilidade que da
de atenuar as criticas ao critério minimax decorrentes de situa¢des como a esque-
matizada no Ex. 3.5.
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Uma funcéo de decisao, SO € D*, tal que,
sup, Ry (6, 5,) = inf. supy Ry(6,67), (3.20)

diz-se funcdo de decisdo pesar minimax.

Exemplo 3.5 — Continuagdo. Como esta em causa um problema de decisdo sem

dados, a funcéo pesar tem por expressio,
Ly(6,a) = L(0,a) — min, L(0, a);

no caso presente tem-se a matriz pesar,

a az as
0 0 0 100-—2¢
0, 0 0 100—2¢
R S o
maxg Lo(0,a) | & & 100-—-2¢

concluindo-se imediatamente que a, e a, sdo ac¢des puras pesar minimax. A falta
de senso na escolha de a5 fica eliminada. [

Os dois casos seguintes, apontados por Lindley (1971b), mostram incoeréncias
nas aplicacées minimax e pesar minimax.

Exemplo 3.7 — Para ilustrar como a aplicacdo do critério pesar minimax pode
revestir-se de incoeréncia, considerem-se as seguintes:

Matriz Perca Matriz Pesar

| a as | aq (2]
0, -8 =2 0, 0 6
0, 0 —4 0, 4 0

Evidentemente, a ac¢io pesar minimax é a,. Suponha-se que entretanto se identi-
fica uma nova accéo possivel, as, cuja introducéo leva a matriz de perca abaixo e
obriga a recalcular a correspondente matriz pesar,

Matriz Perca Matriz Pesar
| ay az as | ay as as
0, -8 -2 -1 0, 0 6 7
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Verifica-se, agora, que a ac¢io pesar minimax passa a ser a,. Quer dizer, o efeito de
introduzir uma nova ac¢io, que néo vem a ser recomendada, é mudar a preferéncia
do critério de a; para a,! A situacdo é um pouco comparavel aquela em que o
decisor, tendo optado por ficar em casa em vez de ir ao teatro, resolve alterar a
decisdo e ir ao teatro depois de saber que ha um bom concerto algures... . [

Exemplo 3.8 — Considere-se a seguinte matriz perca,

ay as
0, | -10 -1
0, 0 -1

A solugido minimax é obviamente a,. Para a matriz perca,

as as
0, -1 0
06, | -1 -10

a solucdo minimax continua a ser a,. Reunam-se os dois problemas, isto é, forme-
-se a matriz perca,

a1 a as

0, | -10 -1 0
6, 0 -1 -10

A solu¢do minimax passa a ser a ac¢do mista que combina g, e a; com probabilidade
1/2. Néo deixa de ser matéria para reflexdo o facto de o critério minimax escolher
a, quando compara a, e a,, e escolher também a, quando compara a, e a;, enquanto
a opc¢éo entre g, e a; por meio do lancamento de uma moeda é preferivel a a,. [

Exemplo 3.9 — Berger (1980) apresenta uma situacdo em que o axioma {A3} da
teoria da utilidade é nitidamente violado pelo critério minimax.

No lado esquerdo da Fig. 3.12 comparam-se as fung¢des risco de duas funcdes de
decisdo, 8, e &,; J, é claramente a preferida pelo critério minimax e naturalmente
por qualquer outro critério de deciséo, desde que néo se considere 6 concentrado na
vizinhanca de 1,5. Suponha-se, no entanto, que para 1 < § < 2 é introduzida uma
perca adicional de 1; o risco, R*, passa a caracterizar-se pelas fung¢des representadas
no lado direito e pelo critério minimax §; passa a ser preferivel a §,, o que é ridiculo.
A questdo que se poe é esta: porqué modificar a ordem de preferéncia de §; e 6,
quando se tem em conta uma perca inevitavel a que ambas as funcdes de decisao
estdo igualmente sujeitas?
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R*(6,5,)
) RO [ ] !
1F 1F
R*(es 52)
R(6,4,)
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Fig. 3.12
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O problema da existéncia e determinacio’ das solu¢des minimax — em con-
dicoes pelo menos mais gerais do que as apresentadas para exemplificacdo — vai
ser retomado no capitulo seguinte. Termina-se, por agora, com a seguinte citacio:
«The last bastion of defence for the minimax principle is the argument that someone
might really want to act conservatively, no matter how silly the result seems to be.
The obvious counter-argument has already been mentioned, namely that conserva-
tism will naturally be built into the utility function, and hence into the loss and risk
function. Further attempts at conservatism would be overkill». [Berger (1980)].

3.4 Funcoes de decisao Bayes

Enquanto o critério minimax conduz a mesma solucdo independentemente de
quem o aplica, o critério Bayes depende da atitude do decisor, dos seus conheci-
mentos, informagdes, palpites, etc., e baseia-se na convic¢do de que mesmo sendo
desconhecido o estado da natureza, ha sempre alguma informacao disponivel que
importa ndo desprezar.

O critério Bayes pressupde que toda a informacao inicial, seja de que tipo for, é
susceptivel de traduzir-se por uma distribuicio a priori® sobre os estados da natu-
reza a qual deve ser incorporada no problema de decisdo. Se © é finito, a premissa
equivale muitas vezes a admitir que o decisor atribui probabilidades subjectivas ou
graus de credibilidade aos varios estados; em geral, a distribuicdo a priori é uma

7 Como diz Berger (1985): « ...the minimax principie can be devilishly hard to implement».

8 Lehmann (1983) considera que a introdugéo de uma distribuicio a priori ou sistema de ponderacio
para os estados da natureza pode entender-se como: (i) instrumento matematico, sem conotagoes
filoséficas (é, de certo modo, a posicdo de Wald); (ii) forma de utilizar a experiéncia acumulada no
passado; (iii) descrigdo de um «state of mind» (seguindo de Finetti e Savage ou Jeffreys); (iv) método
geral que gera fungdes de decisdo razoaveis nos problemas de estimacéo e de ensaio de hipdteses.
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distribuicio de probabilidade sobre ©, seja h. O conjunto de todas as distribui¢des
a priori consideradas designa-se por # [podia ser ®*]; evidentemente, quando
0 =1{0,,0,,...,0,}, tem-se # = S,.

A fungao risco, R(0, 6*), definida por (3.8) — veja-se também (1.67) — tem domi-
nio em O x D*; para alargar o dominio a # x D* escreve-se,

R(h,8*) = E{R(0,5")} = L) R(0, 5)h(6) d. (3.21)

Em tudo o que segue supdem-se verificadas as condi¢bes que asseguram a exis-
téncia da funcéo risco. A versdo alargada, R(h,5*), também se designa por risco
Bayes; alguns autores preferem usar diferente notagao, r(h, 5*).

Dada a distribuicdo a priori, h € #, §; € D", diz-se funcéo de decisdo Bayes
contra h, se,

R(h, &) = infs. R(h, 6*); (3.22)

R(h, &) = r(h) é o risco Bayes de h.

A soluciio Bayes’® é inevitavelmente 6ptima a luz dos principios de coeréncia
porquanto minimiza, sem restricdes, a perca esperada (maximiza a utilidade espe-
rada quando se estabelece uma correcta relacdo entre perca e utilidade). As solu-
coes Bayes apresentam em relacdo as solucdes tipo minimax a vantagem de tornar
desnecessaria a casualizacdo sobre o espaco das fungdes de decisao; quer dizer, no
contexto da analise bayesiana pode dispensar-se D* e trabalhar com D.

Suponha-se D finito, D = {§,,5,, ..., 5}, € seja §* fungdo de decisdo mista arbi-
traria associada com o vector de probabilidades ({}, &, ..., ¢.). Tem-se,

r

RL5) = Y ROL0; 2 Y. ming R(h, O); = min R(E, 0)

i=1 i=1
isto é,

ming. R(h, ") 2 ming R(h, 6);
por outro lado, como D C D*,

ming- R(h, 6*) £ ming R(h, 6);

consequentemente,

ming- R(h,§*) = ming R(h, §).

Assim, se §; € D* é Bayes contra h, existe §, € D, também Bayes contra h.

? Sobretudo quando obtida na forma extensiva adiante estudada. Os problemas de existéncia de
solu¢des Bayes séo abordados no capitulo 4. A analise do presente capitulo é meramente formal,
como alids se procedeu em relagio as solu¢des minimax.
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A demonstracdo no caso geral apresenta-se apenas nas suas linhas gerais.
Suponha-se §,; Bayes contra h e seja Z um elemento aleatorio assumindo valores
em D segundo a lei de probabilidade, {, que caracteriza &;,. Por (3.8),

RO.57) = j R(0.2) di(2);

considerando (3.21) e admitindo que é legitimo permutar os integrais que figuram
na expressao, vem,

R(h, &) = J

0

UD R, 2) dg(z)] h(6) do

= J R(h, z) d{(z).
D

Como &, é Bayes contra h deve verificar-se, R(h, ;) < R(h, z) paratodo oz € D, o
que implica R(h, ;) = R(h, Z) com probabilidade 1. Quer dizer, para todo o § assu-
mido por Z deve ter-se R(h, §;) = R(h,§) com probabilidade 1 e, assim, todos esses
d sdo Bayes contra h. A principal dificuldade da demonstracéo rigorosa [Ferguson
(1967)] reside na permutabilidade dos referidos integrais.

Quando O é finito a interpretacio geométrica das solu¢des Bayes pode fazer-se
no espaco R" a exemplo do que se passa com as solucdes minimax. Seja
h = (hy,hy,...,h,), h € S,, a distribui¢do a priori; o risco de 6" em relacdo a h
escreve-se,

R(h,5*) = Z R(0,,5°)h
= e(a*) -h,

onde a ultima expresséo é o produto interno dos vectores £(5*) e h.
Com € = (£, {5, ...,£,) C R", considere-se o hiperplano,

A(h,b)=1{t : ¢-h = b}, (3.23)

com b nimero real. Se para algum b a intersecciao de A(h, b) com Sj; [ou com Sp,] for
ndo vazia, os pontos da intersec¢io correspondem a func¢des de decisio possuindo
0 mesmo risco em relacdo a h, isto é, func¢des de decisdo equivalentes do ponto de
vista Bayes. O hiperplano definido por (3.23) tem as seguintes propriedades: (I) é
perpendicular ao vector h; (II) a intersec¢do com a bissectriz, {; =, = - =1{,éo0

ponto (b,b, ..., b).
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Se existir o infimo dos valores b para os quais A(h, b) tem intersec¢io nio vazia
com Sy, seja by, qualquer &, € D* tal que,

#(5;) € Ah, by) N S5, (3.24)

é Bayes contra h.

. % t hy+ G hy=b
/
/

ponto Bayes 4

b

Fig. 3.13

Na Fig.3.13 faz-se a representacdo geométrica quando n = 2. As Figs. 3.14 e
3.15 referem-se ao caso particular em que Sy, é finito e Sj, é o respectivo ambiente
convexo; Spy tem nimero finito de pontos extremos — é poligono convexo — cada
um dos quais corresponde a uma fungéo de decisdo pura (elemento de D). Como
se verifica, o infimo de b é atingido pelo menos num ponto extremo; quando o é em
dois pontos extremos, ha uma infinidade de pontos Bayes que podem obter-se por
combinacdo linear convexa dos mesmos (Fig. 3.14). Em qualquer hipétese nada se
ganha com a casualizacgo.

A determinacdo das fungdes de decisdo Bayes pode fazer-se através de duas
formas de analise, inspiradas, também, na Teoria dos Jogos. A analise na forma
normal equivale a adop¢éo do principio risco Bayes; a analise na forma extensiva
equivale a adopcao do principio Bayes condicional.
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pontos
Bayes

Fig. 3.14 Fig. 3.15

Analise na forma normal. Procura-se uma fungéo de decisdo, §, € D, que
minimize a funcéo risco, R(h, §,) = infs R(h, §), na sequéncia de (3.22) e das consi-
deracgdes que levam a dispensar a casualizac¢do por irrelevante.

Se D é finito, D = {4,,6,, ..., 6,}, a obtencédo da funcio de decisdao Bayes contra
h é facil: calcula-se, R(h,5,),i = 1,2,...,r, e procura-se &, = d;, tal que,

R(hS) < RMS), i=1,2,..,r

Exemplo 3.6 — Continuagdo. Suponha-se que o decisor atribui, a priori, a mesma
credibilidade aos 11 estados. Tem-se,

h@)=1/11, 6=0,1,2,...,10,

e, assim,

10
R(h,6) = (1/11) ). [-10 + s(10 — 0)] = =57 + 55
6=0

R(h, 52) = 0;
10

R(h,8) = (1/11) ) [-r6 + s(10 — 0)](6/10) = 3,57 + 1,55;
6=0

10

R(h,8,) = (1/11) ). [-10 + s(10 — 0)] [1 - %] = —1,5r + 3,5s.
6=0
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No caso particular, r = 2 e s = 3, vem,
R(h, 51) = 5, R(h, 52) = 0, R(h, 53) = _2,5, R(h, 54) = 7,5,

donde se conclui que &5 é Bayes contra a distribuicéo a priori indicada. [

Quando D nio é finito, basta recordar (1.69),

R(h,$) = J

€]

{Lxli9’5(x)lfﬂxl9>dx}h(9>de,

para concluir que, em geral, a minimizacédo de R(h, §) para algum é € D, é problema
de calculo das varia¢des de dificil solugao.

Analise na forma extensiva. Na expressio (1.69), acima repetida, tome-se,
atendendo a (1.16) e (1.17), f(x|@)h(0) = h(0|x) f(x), e faga-se a respectiva subs-
tituicdo, admitindo legitimo inverter a ordem de integracédo (o que se verifica se
L(0,a) 2 —K > —oo, dado que as densidades correspondem a medidas finitas);
vem,

R(h,8) = LC U@ 116, 5Go) 0] x) d@} Fx) dx. (3.25)

por ser f(x) 2 0, funcio de decisdo, 8, € D, que minimiza (3.25) é funcdo que a
cada x € X faz corresponder o valor §,(x) € A que minimiza a expresséo,

J' L[6,5(x)]h(0 | x)db = r(5), (3.26)
)

ja designada por risco a posteriori. Note-se que a funcéo r, tem dominio em A, pois,
com x dado, §(x) € A; por isso, em alternativa a (3.26), pode ser mais conveniente
escrever,

m@=LMW%M@M. (5.27)

Vale a pena comparar os dois métodos retomando um exemplo de extrema
simplicidade:

Exemplo 3.1 — Continuagdo. Suponha-se que o decisor, depois de espreitar o céu e
olhar as nuvens, atribui a chuva credibilidade 0,4 e ao bom tempo credibilidade 0,6;
tem-se, h(6,) = 0,4 e h(6,) = 0,6. Reconsiderando a matriz perca, pode calcular-se,

R(h, @) = L(6;, a)h(6;) + L(0,, a;)h(0,),

isto é,
R(h,a) = L(6,,4,)(0,4) + L(6,,a)(0,6), i=1,2,3.
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ay day as
0, 4 5 2 h(6,) = 0,4
92 4 0 5 h(ez) = 0,6
R(h,a) 4 2 3.8

Se o decisor nio dispde de barémetro — decisdo sem dados — o critério Bayes
recomenda a tomada da acc¢do a,; quer dizer, a5, = a,, é a ac¢do pura Bayes contra
a distribuicdo a priori, h, considerada. Se o decisor dispde de barémetro, procede
a célculos formalmente analogos mas, agora, no quadro da matriz risco.

O & & &4 & % & & O

0 4 5 2 42 48 36 24 44 26 h(6;) = 0,4
0, 4 0 5 04 36 49 41 45 05 h(6,) = 0,6

R(h,8) 4 2 38 192 4,14 438 342 446 1,34

A funcéo de decisdo pura Bayes contra h é manifestamente, &, = §,, porquanto,
R(h,8,) £ R(h,8,),i=1,2,...,9 [coincide, acidentalmente, com a funcéo de decisdo
minimax]; tal fun¢do de decisdo foi obtida através da analise na forma normal.

Continuando a dispor de barémetro, suponha-se que o decisor observou que o
mesmo indicava chuva, isto é, observou X = x;. De posse desta informacéo pode
dispensar a constru¢io da matriz risco (e dispensar o arrolamento das funcdes de
decisdo) e optar por uma reavaliacio das credibilidades que atribui aos estados por
meio do Teorema de Bayes. Assim,

h(0; | x) = f(x; [0)RO)/[f(x1 [0)R(E,) + f(x; | 0,)R(6,)]
=16/19;

h(6, | x1) = f(x;10:)h(0,)/[ f(x1[0,)h(0,) + f(x;]6,)h(B,)]
=3/19.
Se observou bom tempo — X = x, — tem-se,

h(6; | x,) = (x| 0)R(6,) /[ f (x5 [ 0)R(6,) + f(x5]6,)R(6,)]
=4/31;

h(6, | x,) = fx |92)h(92)/[f(x2 |6)h(6,) + fx | 6,)h(6,)]
= 27/31.

Reconsiderando a matriz perca, calcula-se facilmente o risco a posteriori das varias
accoes:
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—se X = x;:
Tx, (a1) = L(6y, a)h(0; | x;) + L(0, a;)h(0; | x;)
= 4(16/19) + 4(3/19) = 4;
ry, (@) = L(6), a)h(0, | x;) + L(,, a;)h(6, | x;)
=5(16/19) + 0(3/19) = 80/19;
1y, (as) = L(6;, a3)h(0; | x;) + L(0,, a3)h(6; | x;)
= 2(16/19) + 5(3/19) = 47/19;
—se X = xy:

1, (1) = L0y, a)h(6; | x;) + L6y, a)h(0, | x3)
= 4(4/31) + 4(27/31) = 4;

rxz(aZ) = L(6), a)h(0, | x;) + L(0, a,)h(0, | x,)
=5(4/31) + 0(27/31) = 20/31;

T, (a3) = L6y, a3)h(0; | x,) + L(0,, a3)h(6, | x,)
=2(4/31) +5(27/31) = 143/31;

Comparando os riscos a posteriori imediatamente se conclui que a solu¢do Bayes
obtida através da forma extensiva consiste na seguinte regra:

—se X =x; escolher as;
—se X =x, escolher a,,

que equivale precisamente a solucdo obtida pela forma normal, &,. Finalmente,
notando a distribuicdo preditiva,

fx) = f(x, 10)h(6,) + f(x,160,)h(6,) = 0,38;
f(xy) = f(x, |0)R(O,) + f(x,10,)h(6,) = 0,62,

tem-se,
Iy, (a3)f(x1) + rXZ(az)f(xz) = (47/19)0,38 + (20/31)0,62

= 1,34,

que é o valor de R(h, d,) — veja-se (3.28) abaixo. [

Como imediatamente se reconhece — vejam-se, alias, os exemplos seguintes —
a analise na forma extensiva é de mais facil aplicacdo do que a analise na forma
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normal. Para os bayesianos, que recusam ou aplicam relutantemente a analise na
forma normal, é a analise na forma extensiva que acolhem decisivamente. O motivo
é claro: a analise na forma extensiva ndo contempla a integracdo sobre o espaco
da amostra — releia-se (3.26) — porque faz intervir a distribuicéo a posteriori; con-
sequentemente, concentra-se no risco a posteriori que consideram a tinica medida
aceitavel de precisdo final. A clivagem néo tem efeitos praticos pois sdo quase sem-
pre idénticos os resultados obtidos com o risco a priori e com o risco a posteriori.
Por outras palavras, os principios Bayes condicional e risco Bayes conduzem pra-
ticamente aos mesmos resultados®.
O risco a priori é a ja conhecida fungio risco ou risco Bayes,

R(h,6) = L re(8) f(x) dx; (3.28)

quando a func¢io perca nio é limitada pode surgir uma dificuldade: a funcdo de
decisdo obtida minimizando r,(§) para cada x pode ter risco a priori infinito. Para
vincar a diferenca diz-se entdo tratar-se de fun¢io de decisdo Bayes formal.

Dado X = x, tem-se por (1.18), h(0 | x) o f(x|0)h(6); conclui-se, portanto, ser
a minimizacéo de (3.26) equivalente a minimizacéo de,

J L[6, ()] f(x | O)h(0) dO, (3.29)
(€]

procedimento que permite dispensar o calculo de h(0 | x).

Exemplo 3.10 — Considere-se uma variavel aleatoria, X, com distribui¢do uni-
forme no intervalo (0,]60]™!), com 1 £ |0| < o. A funcio densidade é, portanto,
fx10)=10],0<x<|0]".

Suponha-se que a distribui¢io a priori é,

(/201 se1<(0] <o,
h(9) = { 0 outros valores de 6.
Observado X = x, tem-se a distribuicéo a posteriori,
1/2)0]!
M sex§|9|_1§1,
h(@|x) = —logx
0 outros valores de 6.

Se a funcio perca é L(0,a) = (6 — a)®, a ac¢dio Bayes correspondente, [a = §,(x)],
deve minimizar,
a0

mw=4umL@7£;—4a

10 Fala-se, por isso, de forma unificada, em fungdes de decisdo Bayes.
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onde Q ={ : x <|0[™' < 1}. O tnico valor de a que minimiza r,(a) é, a = E{0 | x},
isto é, a = 0, dado que a distribuicéo a posteriori é simétrica em relacdo a 8 = 0.
A funcéo de decisao Bayes é, portanto, §,(x) = 0.

O risco a posteriori associado com a = §,(x) = 0, é,
_ —(1/2)(1-x%)

101 4o -

r(0) = =(1/2) L log x x?(log x)

O risco a priori é, contudo,

1

R(h, &) = R(h,0) = j r(0) ) dx = oo,

0
pois f(x) = —logx, 0 < x < 1. A fungéao de decisao §,(x) = 0, é Bayes formal.
Zacks (1971). I

Exemplo 3.11 — No quadro do Ex. 1.14 procure-se a funcao de decisdo Bayes contra
a distribuicéo a priori (1.21) quando esta em causa a estimacéo de 6 — parametro
da distribuicdo Binomial — com fungio perca quadratica,

L(0,a) = (0 — a)*.
Tome-se, A = © = [0, 1] e escreva-se (1.23) na forma,

ex(l _ Q)N—X

hB1x) = B(x+1,N—x+ 1);

de (3.27) tem-se,
LO-a0r Q-0

de.
0 B(x+1,N—x+1)

Derivando r,(a) em relagio ao respectivo argumento e igualando a zero, vem,

r(a) =

1
J O -a)f*1-0N"*do =0,
0
isto é,
1 1
J (1 -0)N*dh = aJ (1 — 0N ~—*do,
0 0

donde,

B(x+2,N—x+1)
B(x+1,N—x+1)

a, = Gp(x) =

x+1

N+2
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A funcéo de decisdo, §,(x) = (x + 1)/(N + 2), é Bayes contra a distribui¢do uni-
forme no intervalo [0,1]; também se diz que &,(X) = (X +1)/(N + 2) é um estima-
dor bayesiano do parametro 6, no caso presente a probabilidade de um «sucesso»
[compare-se com o estimador da maxima verosimilhanga, 3(X )= X/N].

Para determinar o valor do risco a posteriori correspondente a J,, tem-se,

(&) = [B(x + 1,N—x+1)]—1L [9_ ]3\61112

2
] 05(1 — YN~ *d,

ou seja, depois de alguns calculos directos com a funcéo Beta,

(x+D(N—-x+1)

) = ST E N 3)

Por sua vez, o risco a priori, R(h, §,), obtém-se de (3.28), notando ser f(x) = 1/
(N+1),x=0,1,...,N [recorde-se (1.22)],

N

~ 1 S DWN-x+1)
Rb8) = B0 f0) = g D R ayan + %)
= 1/6(N +2).

[Silvey (1970)]. [J

Exemplo 3.11 — Continuagdo. Altere-se a distribuicéo a priori considerando uma
Beta de parametros « e f3,

h(0) = [B(a, f)]7'0* (1 -0/, 0<OL 1.

Face a distribuicéo a posteriori [veja-se Ex. 1.28], a funcéo de decisdo Bayes passa

a ser,
o+ x

(Sh(X) = E{0|X} = m

E interessante comparar o estimador Bayes com o estimador usual, 3(X ) = X/N.
Antes de fazer qualquer observacgio (decisdo sem dados), o estimador bayesiano
é o valor esperado da distribui¢do a priori, &/(a + f). Depois de observar, X, o
estimador bayesiano, 8,(X), assume a forma,

a+X a+p a N X
= —+ —,
a+pf+N a+p+Nja+p \a+p+N/N
que é precisamente a média ponderada de @ /(a+ f) e de X /N: o estimador a priori

é combinado com o estimador «classico» (baseado na informacgéo amostral) para
dar o estimador a posteriori.
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Quando ¢ — o0 e § — oo, mantendo-se fixo o racio, f/«a, §,(x) = a/(a + p);
quer dizer, a informacéo a priori é de tal forma preponderante que determina pra-
ticamente o estimador Bayes. O que se passa é que a distribui¢do, B(a, f§), con-
centra toda a massa no ponto, a/(a + f), sucedendo que a respectiva variancia,
[ap/(a+ B)*(a+ B+ 1)]— 0.

Se a e ff se mantém fixos e N — oo, §,(x) = x/N: quer dizer, a informacéo
amostral é de tal forma preponderante que determina praticamente o estimador
Bayes.

Um tratamento mais completo do exemplo pode ver-se em Lehmann (1983). [

Exemplo 3.12 — Considere-se o problema de estimacido de € em que se tem
A = 0 = (0, ), funciio perca quadratica, L(0, a) = K(0 — a)?, distribuico a priori,
h(@) = 0e® 6 > 0. A experiéncia consiste em observar uma variavel aleatéria
X ~U(0,0). Tem-se,

f(x) = J (1/6)0e7%d0 = roe_edQ

—X
=e > 9

donde,
h(0|x) = f(x|ORO)/f(x) =% 0> x.

Atendendo a (3.27),

(o)

r(a) = KJ 0 —a)?e*%do = KexJ (0 — a)?e7%do,

X
expressdo que é minima para,

)

ay, = 8(x) = Jw Qe_gdG/J e %d0 = (x + 1),

X

isto é, ,(x) = x + 1 é a funcdo de decisdo Bayes contra h. Como imediatamente se
reconhece, 9(x), é a média da distribuicdo a posteriori,

G(x)=x+1= J Oh(8|x)d6 = J 0e 040,

como a expressdo de r,(a) deixava antever [Ferguson (1967)]. [J

Exemplo 3.13 — Um fabricante de fazendas mede a qualidade das pecas que produz
pelo nimero médio de defeitos por metro. Em relacdo a cada peca, partindo do
principio que o fabricante ndo pode inspeccionar totalmente cada uma, o nimero
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médio de defeitos por metro representa o estado da natureza, 6; logo, © = (0, c).
E pratica corrente classificar as pecas do modo seguinte:

0 £ 0 <r— 1.2 qualidade,
r £ 60 <s— 2.2 qualidade,

0 2 s — 3.* qualidade ou «refugo».

Tem-se, A = {a,,a,, a3}, onde q; representa a venda de uma peca como sendo de
i-ésima qualidade. A matriz perca tem a seguinte estrutura,

| a as as
050<r | —500 —-300 —100
r<f<s | —100 —-300 —100
0=s 300 100 —100

Esta estrutura resulta das condi¢des de venda: (i) os precos sdo 500 para pegas de
1.2 qualidade, 300 para pecas de 2.* qualidade e 100 para pecas de 3.* qualidade; (ii) o
comprador, que em principio acaba sempre por saber a real qualidade de cada peca,
concorda em pagar o pre¢o pedido se a qualidade for igual ou superior a declarada
pelo fabricante no acto da venda; se a qualidade for inferior a especificada, o com-
prador paga o preco justo mas é indemnizado com uma quantia igual a diferenca
entre o preco facturado e o preco justo.

A matriz perca de oportunidade ou pesar facilita os calculos e néo altera, como
facilmente se mostra, as solu¢des Bayes:

a; az as

0Z0<r 0 200 400
rsf<s 200 0 200
0=s 400 200 0

O fabricante, com base na experiéncia pessoal, tem a seguinte distribuicéo a priori,
h0) =e?, 0> 0;

supde-se que o numero de defeitos por metro é uma variavel aleatoéria com dis-

tribuicdo de Poisson com média 6. A experiéncia consiste em inspeccionar N

metros de cada pega, registando o nimero de defeitos em cada metro. Assim,

X =(X;, X,, ..., Xy), a respectiva amostra casual, tem funcio de probabilidade,
e—NGer,»

fx|0) = T

1



Funcoes de decisdo Bayes 169

A expressio dos riscos a posteriori é,

o oo
ro(a) = [200 | e N+199740 + 400 J e N+ Ue@ld@] /A(x),
| Jr N
ra,) = [200 | e N+007d0 + 200 | e N 1)902(19] /A(x),
| JO Js
ro(a) = [400 | e N +D992d0 + 200 | &N+ 1”92(16] JA(x),
L Jo Jr
onde,

z =

X e A(x):J e (N+D0pzgp.
0

N 00

i=1

Seja, H(0|x) = H(0|z), a funcéo de distribuicdo a posteriori de 6,

H(O|z2) = Le e WNHDEEzgE ) Loo e EERgE,

A funcéo de decisdo Bayes contra h pode entdo escrever-se,

(1) ,(x) = a4, quando r(a,) £ r(ay) e re(ay) < r(as), isto é, quando z é tal que,
1-H(rlz) S H(r[z) e 1-H(s|,z) < H(r|2);

(2) 8,(x) = a, quando ry(a,) < r(ay) e r(ay) £ r(as), isto é, quando,
H(rlz)£1-H(r|z) e 1-H(s|z) < H(s|z);

(3) 8,(x) = a3 quando ry(as) < re(ay) e r(as) < re(ay), isto é quando,
H(r|z)£1—H(s|z) e H(s|z)£1—-H(s|z).

Considerando que r < s e que H(0]z) é fungédo crescente de 0, tem-se,
(1) z tal que H(r|z) = 1/2 implica &,(x) = a;;
(2) ztal que H(r|z) £1/2 e H(s|z) =2 1/2 implica &,(x) = ay;
(3) z tal que H(s|z) £ 1/2 implica 8,(x) = as.
Sejam z, e z, valores de z para os quais se verifica,

H(rlz)=1/2 e H(s|z)=1/2

é facil de ver que z; < z, e que,
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(1) z < z; ou seja, 2x; < zy, implica §,(x) = aj;
(2) z; < z < zy ou seja, z; < 2x; < 2y, implica §,(x) = ay;
(3) z > z, ou seja, Xx; > z,, implica §,(x) = as.

Se z = z; as accdes g, e a, sdo indiferentes e preferiveis a a;; se z = z, as acgdes a,
e a; sdo indiferentes e preferiveis a a; [Blackwell e Girshick (1954)]. O

Exemplo 3.14 — Determinados individuos podem ser provenientes de um universo
U, ou de um universo U,. Deseja-se proceder a classificacdo dos individuos com
base na observacio de k caracteristicas: (X, X5, ..., Xi).

A matriz perca é a seguinte,

Classificacao
Origem em U; em U,

aq az
Ul = 91 0 L
Uz = 92 L 0

Sejam f(x|6,) e f(x]6,) as funcdes de densidade das caracteristicas para cada
uma das origens e admita-se que os dois universos estdo misturados nas propor-
¢cdes { e 1 — (. A distribuicéo a priori, logicamente,

h=(,1-0),

tem neste caso interpretacdo frequencista.
Conclui-se imediatamente que sendo §,(x) fun¢io de decisdo Bayes contra h,
(1) 8,(x) = a4, quando r(a;) £ r(ay), isto é, quando,

L’h(6, | x) < Lh(6, [x);

como,
) Fx10)¢
G = FTa + i) =0
oy = T80

F&10)E + f(x[0,)(1 =)

tem-se a desigualdade equivalente,

fx10) _ La-0)
fl0) = LT

(3.30)
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(2) 8,(x) = a, quando r(a,) < ry(ay), isto é, quando,

fxl6) L=

16y = T LL (331)

Evidentemente, se se verifica a igualdade em (3.30) e (3.31) — acontecimento que
tem probabilidade zero — as ac¢des sdo indiferentes.

Situagdo de interesse é aquela em que as k caracteristicas tém distribuicdo
Normal k-dimensional,

|O_rs |1/2

k k
Jx10) = s e —gzzo”<x,—9ir><xs—@s) L i=12

com matriz de covarincias, [o,,], idéntica e médias, 08, = (6,,0,,, ...,6y;), 0, = (0,;,
05, ..., 0y), diferentes. Note-se que na expressido acima | | é o determinante da
matriz [6”] inversa de [o,].

De (3.30) sai, depois de aplicar logaritmos,

(1) §,(x) = a, se x é tal que,

A(x) = ZA x, < =[A6)) + AB,)] + log ——— L

2, i) (3.32)

[\)Ip—A

onde,
k
A=) 0"(0, - 6,);
s=1

(2) 6y(x) = a, se x conduz a desigualdade inversa de (3.32) [Blackwell e Girshick
(1954)]. O

Exista ou néo funcdo de decisdo Bayes, o decisor pode estar interessado em
utilizar uma funcdo de decisdo Bayes-£ contra & — ¢ nimero real arbitrariamente
pequeno e positivo — isto é, pode usar §’ € D* verificando,

R(h,8") < infy R(h,8*) + £. (3.33)

Uma funcéo de decisdo é quase-Bayes ou Bayes por extensdo se for Bayes-¢ para
todo o & > 0, isto é, se para todo £ > 0 existir hy € # contra o qual é Bayes-£.
No caso © finito, a Fig. 3.16 indica o conjunto de pontos de Sj, que correspondem
a func¢des de decisdo Bayes-¢ contra um dado h.
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Solucdes Bayes-& —|

by + ¢

0

Fig. 3.16

Exemplo 3.15 — A partir de uma amostra casual, X = (X, X,,..., Xy), X; com
distribuicdo N(6, 1), pretende estimar-se 6. Tem-se, A = © = (—o0, +00),

fx16) = 2m) ™V exp{—(1/2)(x; — 6)°}.

Como ¢é sabido, a funcédo de decisdo obtida pelo classico método da méaxima vero-
similhanca é 5x) =%

Suponha-se h(f) = h,(0) = N(0,7?); os calculos feitos nos Exs. 1.16 e 1.17
permitem obter,

/2 — 12
1+ N7?) ' 1+ Nz? Nr¥x
h(61%) = ( 2rt? ) P {_ 272 [0 1+ NTZ] '

Com fungio perca quadratica, a funcgdo de decisdo Bayes contra h.(0) é,

“+00

5.(x) = E{|x} = J 0h. (0] x)do

_ NO*x
14+ Nz2’

vindo para valor do risco a priori,

2= 72 2
R(h..6.) = E [9— Nt'x ] __r
1+ Nrz2 1+ N7?2
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Por outro lado,

R(h,,8) = j: {L(e - (x| 0)dx | (6)do = <

assim, qualquer que seja & > 0,

T2

1+ Nz2

R(h,,8) < infy. R(h,,8%) + & = +E,
desde que se tome 72 suficientemente grande. Logo, para todo o £ > 0 existe
uma distribuicio a priori, h,(9), contra a qual § é Bayes-¢: basta tomar 72 2>
(1 — £N)/EN?. Conclui-se, portanto, que o estimador da maxima verosimilhanga
é funcio de decisdo quase-Bayes [Ferguson (1967)]. U

Na seccéo 1.5 foi referido o emprego que por vezes se faz de distribuicoes a pri-
ori improprias para caracterizar situa¢des iniciais de completa ignorancia. As fun-
cOes de decisao Bayes contra distribui¢des a priori impréprias dizem-se Bayes
generalizadas; sdo funcdes de decisdo que por vezes interessa estudar.

Exemplo 3.15 — Continuagdo. Considere-se a estimacéo de 8 com distribuicio
a priori ndo informativa (improépria), h(0) df oc d (—co < 0 < +00). Tem-se,

h(01x) oc exp{—(1/2)=(x; — 0)*}
oc exp{—(N/2)(0 — %)},

donde, E{f|x} = x. Como a fung¢do perca é quadratica, §(x) = x, é funcio de
decisdo Bayes generalizada. Como era de esperar chega-se ao mesmo resultado
tomando, h,(0) = N(0,7%), e fazendo 72 — oo (precisio inicial — 0) no estimador
Bayes contra h.(0),

Nr*x
) = —
:() 1+ Nr2

3.5 Decisao Bayes para fungdes perca particulares

Ha certas formas de funcio perca que surgem amiide em problemas de decisdo,
justificando-se o seu tratamento em termos gerais — sem especificar a distribuicio
a priori e a natureza da experiéncia — a partir da distribuicio a posteriori, h(0 | x).
[1] Fungado perca quadratica. Com A = (—00,+00), @ = (—00,+00) e funcéo

perca quadratica,
L(6,a) = K(0 — a)?, (3.34)
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o risco a posteriori escreve-se,

+00

r.(a) = KJ (0 —a)’h(0]|x)do

= K- E{(6 - a)*|x}
= K[E{0* | x} — 2aE{0 | x} + a*].

Derivando em ordem a a, sai,
dr.(a)/da = K[2a — 2E{0| x}];
resolvendo a equacio, dr,(a)/da = 0, tem-se finalmente,
Op(x) = E{0| x}. (3.35)

A funcio,
L(,a) = W()(©O — a)?, (3.36)

é mais geral do que (3.34). Nas linhas do raciocinio anterior tem-se,

E{oW(0) | x}

%)= T <

(3.37)
(2] Fungao perca erro absoluto. Com A = (—oo0,+00), @ = (—00, +00) e funcdo

perca erro absoluto,
L(B,a) =K |6 —al, (3.38)

seja v a mediana de h(0| x) e considere-se a > v. Tem-se, com K = 1 sem perder
generalidade,

v—a se < v,
LO,v)—L(0,a) =3 20 —(v+a) sev<O<a,
a—v sef = a,

donde se conclui,
L(0,v) = L(0,a) £ (v — @) [ 1(0) + (a — V) L00)(0),
onde, I, ,)(0) é a funcio indicatriz do intervalo (u,v). Por ser,

PO <vix)21/2,
PO >v|x)<1/2,
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conclui-se que,

E{[L(O,v) - LB, a)]|x} S (v—a) POLv|x)+(a—v) P(O >v]|x)
S(v-a)(1/2)+(@-v)(1/2)=0,

isto é, que r,(v) £ r.(a). Um raciocinio semelhante feito para a < v, permite
concluir ser,

&,(x) = mediana de h(0| x). (3.39)

[3] Funcao perca linear por trogos. Com A = (—00, +00), @ = (—00, +0) e funcéo
perca,
Kya—60) sef<aK,>0,

L(@,a):{ K@ —a) sef>aK >0,

o risco a posteriori assume a forma,

a

r.(a) = K, J (a—0)h(0|x)d6 + K, J ""(9 —a)h(0|x)do. (3.40)

—00

Derivando em ordem a a, obtém-se,

400

dr.(a)/da = K, Ju h@|x)db — K, J h(6|x)de,

ou seja,
dr.(a)/da = K,H(a|x) — Ki[1 - H(a|x)],

fazendo intervir a fun¢io de distribuicdo a posteriori, H(f| x). Resolvida a equagio,
dr.(a)/da = 0, tem-se,

K,
1) = g, tal H = ) 3.41
h(x) = a, tal que H(ay | x) K+ K (3.41)
[4] Fungdo perca linear por trogos: caso de duas acgoes.
Se A ={a,,a,}, ©® = (—00, +00) e a funcdo perca é do tipo,
_fo para 0 < 6,
L(0,a,) = { K,(0—-6,) para>0,K, >0,
(3.42)
| Ky(6,—0) parad<6,K,>0,
L(0,a,) = { 0 para 6 > 6,

o risco a posteriori vem dado pela expresséo,

o0 90
r(a,) =K, L 0 —0)h(0]x)d0; r.(a,) =K, J @ — Oh(0|x)do.  (3.43)

—00
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Se r.(a,) < ry(ay), 8,(x) = ay; se r(ay) > r(ay), §,(x) = ay; verificando-se a igual-
dade, qualquer das accdes é Bayes, quer dizer, para esse valor de x é indiferente
fazer §,(x) = a, ou = a,.
Sendo K; = K, = K, a analise pode simplificar-se significativamente. Nessa
hipoétese, r.(a;) < r(a,) implica,
+00 b
J Oh(6|x)d0 — 6)[1 — H(6, | x)] < O, H(6, ] x) — J 0h(0|x) do,
0, —o0
isto é,
re(a,) <rJa,) © E{0|x} <6, (3.44)
Como ¢é 6bvio,
r(ay) <ra;) © E{0|x} > 6,. (3.45)

Se E{0| x} = 6,, as accdes sdo indiferentes.

[5] Fungao perca «0-K;». Na expresséo (3.42) substitua-se K; (0 — 6,) pela cons-
tante K; e K,(6, — 0) pela constante K,. De (3.43) obtém-se imediatamente,

r(a) s ra) © KP(O > 0)[x) S K,P(0 < 6] x). (3.46)
[6] Funcdo perca «0-1». Caso ainda mais particular, com K; = K, = 1:

r(a) Sray) < P(O>6,[x) s P(O < 6| x). (3.47)

3.6 Robustez das solucoes Bayes

A importancia dos modelos na investigacédo cientifica e, em particular, na investi-
gacdo estatistica (inferencial ou decisional), ficou bem vincada na secgao 1.2.

O modelo utilizado na decisdo estatistica tem varias componentes das quais
se destacam a distribuigao a priori, h(0), a familia de distribuicdes da variavel ou
vector associado a experiéncia, F = {f(x|6) : 0 € ©), e a funcéo perca, L(0,a).
Recordando o que diz Box (1979) — «All models are wrong but some are useful>».
— convém ter bem presente que os pressupostos ou hipéteses introduzidos na
modelacdo daquelas componentes nio sdo exactamente verdadeiros e resultam,
quase sempre, de um esforco de racionalizacdo ou simplificacdo para viabilizar o
tratamento matematico. Semelhante esforco, alias indispensavel nos mais varia-
dos ramos da matematica aplicada, encontra justificagdo [Huber (1981)] num vago
principio de estabilidade ou continuidade: um pequeno erro no modelo matema-
tico deve causar um pequeno erro nas conclusdes finais.

Os exemplos de néo verificacdo do principio de estabilidade sdo deveras abun-
dantes e levaram, no dominio da estatistica, a introdu¢do do conceito de robustez:
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um procedimento considera-se robusto quando € insensivel a pequenas variacoes
nos pressupostos ou hipdteses em que se baseia.

A robustez em relacdo a familia F [em relacdo a f(x|6)] ndo é problema espe-
cifico da decisdo estatistica pois constitui preocupagio comum a qualquer sistema
de inferéncia estatistica. O respectivo estudo centra-se na especificacéo de classes
de densidades ou de distribui¢des e na pesquisa de procedimentos que se compor-
tem bem para todas as densidades da classe. Semelhante estudo ndo pode aqui
fazer-se mas o interesse do assunto justifica a apresentagao de um exemplo.

Exemplo 3.16 — Considere-se a estimacao do pardmetro de localizacdo das seguin-
tes familias de densidades: Normal, Mistura da Normal e da Uniforme, «Student»-¢
[4] (4 graus de liberdade), Laplace e Cauchy. As funcdes de decisdo consideradas
foram: 8,(X) = X e 6,(X) = M, (mediana da amostra); a comparacio ¢ feita atra-
vés das respectivas variancias assintoticas e do respectivo racio, V{X}/V{M,}, que
mede a eficiéncia da mediana em relag¢do a média.

Variancias Assintoticas Eficiéncia

Familias ViX} V{M,} V{X}/ViM,}
Normal o?/N no? /2N 0,6366
0,9N + 0,1U(-3,3)* 1,20%/N 1,77 ¢*/N 0,6776
05N + 0,5U(-3,3)* 20%/N 3,1258 02 /N 0,6398
«Student»-t [4] 20%/N 16 02 /9N 1,125
Laplace 20%/N o?/N 2,0
Cauchy — o’n?/4 o

* A familia mistura tem fun¢io de densidade,

aN +(1 - @U(=33) = f() = a (V2r)  exp{—x?/2} +
1—a
+ TI(,3’3)(X), —00 < x < +00.

Os valores do quadro mostram que X é um bom estimador para a familia
Normal ou para a familia mistura Normal/Uniforme [@ = 0,9 e 0,5], mas deixa de
ser superior a mediana quando se consideram outras familias, tornando-se comple-
tamente ineficiente para a familia Cauchy. A justificacdo do fenémeno encontra-se
na extrema sensibilidade da média a flutuacdes nos valores extremos da amostra,
donde resulta um comportamento muito desfavoravel quando se aplica a uma fami-
lia com abas que associam densidades relativamente elevadas a valores da variavel
muito desviados do ponto central, como € o caso da Cauchy. Tem pois de concluir-
-se que a média ndo é um estimador robusto [Zacks (1981)] . T
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A robustez em relagio a funcio perca ja é peculiar dos problemas decisionais
mas néo pode ser também objecto de estudo desenvolvido dada a escassez de resul-
tados conhecidos. Seguindo Berger (1980) de perto — como de resto vai fazer-se
em toda a presente seccdo — podem avancar-se os seguintes comentarios.

As fungdes de decisdo sdo em geral robustas em relacio as formas alternativas
como a funcdo perca penaliza os grandes erros; por exemplo, no caso da estimagao,
se a funcéo perca é da forma, L(0—a), uma funcéo de decisdo é usualmente robusta
em relacdo a forma de L para valores grandes de (0 — a) porque estes aparecem
normalmente associados com densidades de probabilidade ou probabilidades eva-
nescentes. Sendo assim, ha que ter o maior cuidado na defini¢éo ou determinacédo
de L para valores pequenos de (6 — a). Por outro lado, a presenca de um factor de
ponderacio, W(6), na funcio perca, por exemplo, L(0,a) = W(0)(0 — a)?, é fonte
de dificuldades; no entanto, como pode ser absorvido na distribuico a priori —
repare-se em (3.29) — o problema pode ser transferido para as linhas que seguem.

Surge, assim, em plano de destaque o estudo da robustez em relagdo a distri-
bui¢do a priori o qual envolve, sobretudo, a analise da sensibilidade das funcoes de
decisdo Bayes contra h quando h se faz percorrer uma classe #, C #€. Dadas as
contingéncias e dificuldades com que se depara na descrigéo da informacéo a priori
por meio de uma adequada distribui¢éo, a robustez das func¢des de decisdo Bayes
parece conceito extremamente relevante, embora, infelizmente, se trate de campo
muito pouco explorado.

Em tudo o que segue, H(0), é a funcéo de distribui¢do correspondente a densi-
dade, h(6) : H(6) = [ h(Z)dE ou = ¥, <4 h(®).

O processo natural para investigar a robustez das solucdes Bayes em relacéo a
distribuicéo a priori consiste, portanto, em introduzir uma classe de distribui¢des
a priori plausiveis e em inquirir como a escolha de h na classe afecta as referidas
solucdes. Nesse contexto, Berger (1980), refere as seguintes quatro classes:

#t, =1th : |H(O) — Hy(0)| < nppara todo o 6 € ©};

F, =1h : |{() — ()] £i=1,2,...,k, onde () e (o) sdo os quantis de
ordem-¢; de h e h,, respectivamente};

s =%h : v —v| <nui=1,2,...,K, onde v; e v} sdo os momentos de ordem
i em relagdo a origem de h e h,, respectivamente};

#, = {h : h é uma funcio de densidade de uma dada forma funcional,
h@lyi,...,v),ondey, €T}, i =1,2,...,k}.

Em todas as classes a ideia predominante é a de que h,, é a distribuicéo a priori
proposta pelo decisor sendo a classe constituida por distribuicdes proximas de h,,
variando nos quatro casos o critério de proximidade.

As classes #; e #, sdo as mais atractivas por envolverem probabilidades ou
parametros de mais facil determinacéo subjectiva; no entanto, como o seu trata-
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mento é dificil, recorre-se as classes #; e #,, menos sugestivas mas de mais facil
manuseamento.

Robustez a posteriori. Uma primeira via para investigar a robustez, alias a pre-
ferida numa Optica bayesiana, atende ao risco a posteriori, r,(a). Suponha-se que a
proposta'! distribuiciio a priori é h, e que a solucio Bayes contra h, é a,: estude-se
a diferenca,

J L(6, ao)ho(le)dH—infaJ L0, )h(0| x) d0 |,
(€] (€]

para todo o h € #; se a diferenca for pequena (£ &) q, diz-se robusta a posteriori
(robusta a posteriori-¢) em relacéo a #,.

Quando numa dada situagio o principio da medicdo precisa é verificado (veja-
-se pag. 77), ainformacéo a priori é submersa pela informag¢do amostral; consequen-
temente, a distribuicdo a priori é muito achatada em contraste com o pontiagudo
da funcéo de verosimilhanca e por mais variagdes que se facam em torno daquela
— dentro de limites razoaveis — mantém-se a preponderincia desta e a distribui-
¢do a posteriori pouco ou nada varia. Claro que em tal situa¢do — alias de pouco
interesse na perspectiva decisional — as ac¢des Bayes sdo robustas a posteriori em
relacéo a classe em que se incluem essas varia¢des. Casos mais interessantes sao
os ilustrados nos exemplos seguintes:

Exemplo 3.17 — Observa-se X ~ N(6, 1) e pretende ensaiar-se a hipotese Hy: 6 < 0
contra H;: 0 > 0 com funcéo perca «0—1». Tem-se A = {a,,a,}, onde a, significa
aceitacdo de H, e a, aceitacdo de H, [H, e H; designam hipdteses e nada tém a
ver com a funcédo de distribui¢do a priori]. Supde-se que a distribuicédo a priori é
h, = N(1,4) mas admite-se que a verdadeira distribui¢do a priori possa ser um
elemento qualquer da classe &€, [veja-se pagina anterior]. Considerando (3.47)
conclui-se que para qualquer h, € #,, a, é a accdo Bayes contra h, se,

0

ho(0]x)d0 > P(0 > 0] x) = r ho(0] x) d6,

0

POL0|x) = J
e que a, é a accdo Bayes contra h, se a desigualdade sai invertida.

Se, ao realizar a observacdo, sai x = —10, a informacéo amostral pesa decisiva-
mente a favor de H; e a tal ponto que para todo o h razoavelmente préoximo de h,
ter-se-a,

PO <0|x=-10) > P(6 > 0|x = —10).

Assim, observado x = —10, q, é a ac¢io Bayes contra qualquer h € #f,. A acgdo
Bayes é, portanto, dado x = —10, extremamente robusta a posteriori; infelizmente,

11 Presumida como «verdadeira».
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tivesse saido x proximo de zero a desigualdade acima seria de dificil verificacdo
para um qualquer h € #; e nada se concluia.

A licdo a colher é a seguinte: em geral, a robustez de uma ac¢io Bayes depende
drasticamente da amostra ou valor observado [Berger (1980)]. O

Exemplo 3.18 — Com X ~ N(0,1), © = (—oo,+00), e func¢éo perca quadratica
pretende-se um estimador bayesiano para 6. Tomando para distribuicéo a priori,
hy = N(0,2,19), obtém-se o estimador [veja-se (1.28)],
X
o) =x—-—
N(x) X 3.19

se a distribuicéo a priori é a Cauchy, h- = C(0,1) [h(0) = 1/7(1 + 6%)], a funcio de
decisdo Bayes é, conforme Berger (1980),

2x

1) =x-— .
clx) = x 2+ x?

Repare-se que as distribuicdes N(0,2,19) e C(0, 1) possuem ambas mediana igual
a zero, 1.° quartil igual a —1 e 3.° quartil igual a 1. Com um pouco de boa vontade
pode considerar-se que as duas distribui¢des formam uma classe do tipo #, [com
a = 0,25,y = 0,5 e @; = 0,75] ou melhor, que cobrem uma razoavel parcela da
variacdo em #€,, premissa justificada pelo desigual comportamento das abas.

Suponha-se x = 10; vem dy(10) = 6,87 e 6-(10) = 9,80, valores substancial-
mente diferentes que mostram a reduzida robustez a posteriori, no caso presente,
das funcdes de decisao Bayes em relacdo a #,. Para x proximo de zero a diferenca
atenua-se grandemente, ndo sendo entdo descabido afirmar que os procedimentos
sdo robustos.

A licao adicional a colher é a seguinte: dada a dificuldade em operar com clas-
ses de densidades, resta o expediente de seleccionar alguns elementos tipicos da
classe e confrontar as solu¢des Bayes contra esses elementos [Berger (1980)]. [J

Robustez em termos de risco. Se uma ac¢éo Bayes é robusta a posteriori, a analise
pode considerar-se concluida; caso contrario, ou havendo davida, a robustez pode
investigar-se por outras vias.

O caminho mais simples, e o melhor em certo sentido, consiste em comparar
as funcoes risco, R(0,d), correspondentes as funcdes de decisdo Bayes contra as
distribuicdes (ou algumas distribui¢cdes) de uma dada classe #¢,,.

Exemplo 3.18 — Continuagdo. Dadas as distribui¢des a priori, hy e h¢, e as res-
pectivas funcdes de decisao Bayes, dy e &., as correspondentes funcdes risco
apresentam-se na Fig. 3.17.
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—4 -2 0 2 4

Fig. 3.17

Ambos os procedimentos sdo bons quando 6 esta proximo de zero (e as distri-
buicdes a priori parecem correctas). No entanto, quando |6 | aumenta sucessiva-
mente, dy é muito pior do que §.; havendo incerteza quanto a natureza das abas
da verdadeira distribuicéo a priori, d. é claramente preferivel; havendo a certeza
de que 0 esta na proximidade de zero, §y pode ser preferivel [Berger (1980)]. [

A anlise feita no quadro do exemplo anterior é pouco rigorosa. Para efectuar
uma analise formal em termos de risco tem de considerar-se a funcdo R(h, 5*).
Considere-se uma classe &€, de distribui¢des a priori; a expresséo,

Ry, (6%) = supy ¢ ¢, R(h,67),

representa a perca esperada maxima que o decisor pode sofrer quando utiliza

6" € D* e hpercorre #t,. Nalinha de ideias ja anteriormente afloradas, uma funcao
s~ *

de decisio, 5%, tal que,

supy ¢ g, R(h, 3, ) = infs ¢ p- supy ¢ o, R(h, 8*) = Ry,

diz-se minimax-¢,. Evidentemente, Rg, (") 2 Rg, [ = risco minimax-#¢,]; daqui
a ideia de apreciar a robustez em termos de risco de 5" através de Rg (6).
Se Ry, (8) estd proximo de Ry, , pode concluir-se que o decisor ndo tem vantagem
em optar por uma funcio de decisdo diferente de §”; com efeito, ao abandonar
&" pouco pode reduzir a perca esperada em que incorre quando dentro de #, é
tomada a mais desfavoravel distribuicdo a priori. Repare-se que se #€, coincide
com a classe de todas as distribuicdes a priori, #€, esta-se a adoptar o principio
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minimax estudado na seccdo 3.3; se #€, contém apenas um elemento esta-se a
adoptar o principio Bayes estudado na secgéo 3.4.

Exemplo 3.19 — Com X ~ N(6,1) pretende estimar-se 6 com funcdo perca qua-
dratica [como a func¢fo perca é convexa ndo ha necessidade de casualizar con-
forme teorema demonstrado no capitulo seguinte]. Suponha-se que a distribuigéo
a priori, h, tem média, y, e variincia, 72, sendo desconhecidas quaisquer outras
propriedades. Parece entdo razoavel tomar a classe,

6y = {h : média = y e variancia = 7°}.
Considere-se a func¢io de deciséo,

r? 1

On(x) = X+ .
() 1+ 72 1+1'2u

Tem-se,

R(G,(SN):EH A Zp—en,

1+ 72 1+7
ou, depois de alguns calculos,

r (u— 9)2
(14722 (Q+712)*

R(0,6y) =

Consequentemente, para qualquer h € &,

T2

R(h,dy) = E{R©,64)} = ——.

(3.48)

No entanto, como 8§y é Bayes contra N(u, %) = hy (que pertence a classe #,),

’l'2

R(hy,8%) 2 R(hy,6y) = ;
(hy.5) 2 Ry 63) = ——

o que implica,
2
T
1+17%

supy, ¢ 7, R(h,6") 2 R(hy,8") 2
Combinando com (3.48) tem-se, qualquer que seja §7,

2
% T
Supheggo R(h’(S ) z 1+ 72 = Supheﬂ’o R(h, 5N);

e conclui-se que dy é minimax-#, [Berger (1980)]. O
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Exemplo 3.18 — Continuac¢do. Tomem-se, h- = C(0,1) e hy = N(0, 2,19) como ele-
mentos tipicos (mas substancialmente diferentes) de uma classe de distribuicdes
a priori, seja #€,. Seja y a funcido de decisdo Bayes contra hy e & a fungio de
decisdo Bayes contra h-. O céalculo numérico mostra que R(hy,d.) € significati-
vamente inferior a um, enquanto R(h, dy) = oo. Citando Berger (1980): « While
certainly not a very exhaustive investigation of I'-minimaxility [na notacdo aqui
adoptada T = &), this at least indicates that Sy is very bad from aT-minimax view-
point, while 8. appears reasonable. Of course, the fact that R(he,y) = oo is due to
the use of an unbounded loss function, but, even for bounded losses, 5y will be a good
deal worse than §0». U

Procurou chamar-se a atencao, abordando alguns aspectos do conceito de robus-
tez, para o cuidado a ter na especificacéo da distribuigéo a priori, sobretudo quanto
ao melindre do que se passa nas respectivas abas. Repare-se, a terminar, que
os bayesianos puros, se aceitam a analise em termos do risco a posteriori, ndo
avalizam a analise em termos do risco a priori [R(6, ") ou R(h,5*) envolvem a
integracdo sobre o espago de resultados, X] e, portanto, também nio avalizam
o critério minimax-#¢,. Curiosamente, o risco a priori exprime as propriedades
«classicas» (precisdo inicial) de procedimentos bayesianos e estes, por vezes, tém
de conformar-se com o seu emprego na falta de saidas alternativas, nomeadamente
quando ndo é adequada a analise de sensibilidade da distribui¢éo a posteriori em
relacdo a uma classe de distribuicdes a priori.






CAPITULO 4

TEOREMAS FUNDAMENTAIS

4.1 Admissibilidade: classes completas

O problema fundamental da teoria da decisdo é o da escolha de uma funcéo de deci-
sdo dentro da classe D* [ou D se a casualizagdo é irrelevante]. Uma das vias para
facilitar a solucéo foi referida na seccéo 3.2: consiste em restringir o conjunto D*
através da eliminacdo dos elementos que néo possuem determinadas propriedades.
Semelhante via traduz-se pela imposi¢do de requisitos adicionais (invariancia, ndo
enviesamento, etc.) e pode violar o principio de coeréncia. E possivel, porém,
operar uma redugio inicial de D* sem impdr condi¢des adicionais para além da
aceitacdo da funcéo risco: trata-se de eliminar pura e simplesmente as fung¢des
de decisdo que sdo claramente inferiores em termos de risco. Para clarificar este
ponto retomam-se os conceitos de dominagéo e de admissibilidade.
A fungéo de decisdo, § € D*, domina, 8’ € D*, quando,

R(0,6) £ R(6,8") para todo 0 0 € ©, (4.1)

isto é, quando a perca esperada ou risco correspondente a § nunca é superior ao
risco correspondente a ¢’ qualquer que seja o estado; § domina estritamente ¢’
quando se verifica (4.1) e,

R(0,8) < R(8, ") para algum 0 € ©. (4.2)

Alternativamente diz-se que §’ é dominada ou dominada estritamente por .
Funcao de decisdo que nao é dominada estritamente por nenhuma outra diz-se
admissivel; G, G € D, designa a classe das func¢des de decisdo admissiveis.

185
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Como se verifica por (4.1) e (4.2) a admissibilidade é um conceito condicional:
depende da fungéo risco e, em dltima analise, da funcéo perca.

A dominacio estrita estabelece em D* uma ordem parcial. Assim, pode afirmar-
-se que as func¢des de decisdo admissiveis sdo «Optimas» num sentido muito fraco.
Quer dizer, a classe ( pode ser muito ampla e conter até elementos pouco razoaveis.

Exemplo 4.1 — Com X ~ N(6, 1) — mais uma vez — pretende estimar-se § com fun-
¢do perca quadratica. Considere-se o conjunto de fungdes de decisdo, 5.(x) = cx;
tem-se,

R(0,8,) = E{(6 — cX)?*}
= E{[c(0 — X) + (1 —c)0)?*}
= c2E{(6 — X)*} + 2c(1 — ¢)PE{H — X} + (1 — ¢)?6*
=c?+(1-c)0%

Como parac > 1,
R(0,6) =1<c*+(1-c)*0* = R(,6,),

as funcdes de deciséo 6§, ¢ > 1, sdo inadmissiveis. Por outro lado, para0 < ¢ <1
as funcoes de decisdo ndo sdo comparaveis; em particular, tem-se que §,(x) = 0
é admissivel! A ilagdo a tirar é a seguinte: a admissibilidade, embora considerada
desejavel pela maioria dos autores, nao conduz necessariamente a fung¢oes de deci-
sdo razoaveis [Berger (1980)]. UJ

A admissibilidade pode ser de dificil investigacdo. Por vezes pode justificar-se
o emprego de uma funcéo de decisao inadmissivel desde que as conhecidas como
admissiveis sejam de calculo mais complexo e nao introduzam melhoria apreciavel
em termos de risco.

Com O finito, seja © = {0,, 6,}, é facil interpretar geometricamente os conceitos
apresentados. Na Fig. 4.1, onde os pontos [R(0;, 8), R(0,, §)] sdo referenciados por ,
a funcdo de decisdo §* domina estritamente J, e §,, ¢ dominada estritamente por
d; e 9, e ndo é comparavel com 5 e J.

Com O infinito, seja ® = (0’,0"), a situacdo nao é tao clara. NaFig. 4.2, a funcéo
de decisdo &, é dominada estritamente por J, e d;, mas estas nio sdo comparaveis.

Uma classe de fun¢des de decisdo diz-se completa e representa-se por €, € C D*,
se para qualquer funcédo de decisdo nio pertencente a classe, §’ ¢ C, existe uma
funcéo de decisdo pertencente a classe que domina estritamente §’. Uma classe
diz-se essencialmente completa se na definicdo anterior a relacdo de dominacédo
estrita é substituida pela de dominagéo.
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R(6;,6)

R(92> 5)

Fig. 4.2

Usando uma classe completa opera-se, eventualmente, uma reducéo de D*,
com a certeza de que as funcdes de decisdo eliminadas nao podem ser optimas.
Alias demonstra-se facilmente por absurdo que,

Teorema 4.1 — Uma classe completa contém todas as funcdes de decisdo
admissiveis. (1]

Duas funcdes de deciséo, § e §’, dizem-se equivalentes quando,
R(0,8) = R(6, ") para todo o 6 € ©;

é simples exercicio mostrar que,

Teorema 4.2 — Se uma funcdo de decisdo admissivel, §, ndo pertence a classe essen-
cialmente completa €, existe 5’ € € equivalente a §. [1J
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Podem existir muitas classes completas entre as quais se conta a classe uni-
versal, D*. Ao investigar uma classe completa tdo reduzida quanto possivel é-se
conduzido ao conceito de classe completa minima: classe completa sem subclasse
propria completa.

Teorema 4.3 — Se a classe de funcdes de decisdo admissiveis, @, é completa, entao
é necessariamente classe completa minima. Se existir classe completa minima essa
classe é Q.

Dem. Pelo Teorema 4.1, @ C €, para toda a classe completa C. Portanto, se (i
for classe completa é completa minima. Se ( ndo for completa, dada uma classe
completa qualquer, €, a diferenga, € — @, ndo é conjunto vazio. Seja 6’ € € — Q
e considere-se, €; = € — {§’}. Como &’ é inadmissivel existe 8" que domina
estritamente &’ e pode pertencer a €, logo também a €;; se nio pertencer a C,
existe 8" em € (por ser classe completa) que domina §”’ e, consequentemente, §’.
Obviamente, em qualquer hipdtese, €; também ¢é classe completa e €, C C.
Repetindo o raciocinio com €; — @ # @ obtém-se uma nova classe completa, C,,
@, C €y, e assim por diante. Se para uma classe completa arbitraria existe sempre
subclasse propria completa isso quer dizer que néo existe classe completa minima.
Logo, se existir classe completa minima, G é completa e coincide com essa classe
completa minima. 0

4.2 Classes essencialmente completas notaveis

Na secg¢io 3.4 mostrou-se que segundo o ponto de vista Bayes ndo ha qualquer van-
tagem no emprego de fun¢des de decisdo casualizadas. Abandonando a perspec-
tiva exclusivamente bayesiana e introduzindo algumas restri¢des sobre o espaco
de accoes e sobre a funcéo perca podem estabelecer-se, com alguma generalidade,
condi¢des em que a casualizacéo é irrelevante.

Teorema 4.4 — Se o espaco de ac¢des, A, é conjunto convexo de R [de R¥], se para
todo 0 0 € ©, L(6, a), é fungdo convexa de a e se para algum ¢’ € © existem ¢ > 0
e c tais que,

L(0,a) Z &lal +c,

entdo, para toda a ac¢o mista, a* € A”, existe uma accéo pura, a, € A, verificando,

L(0,ay) < L(6,a") para todo o 0 € ©.

Dem. A cada a”* € A" corresponde uma distribuicdo de probabilidade sobre A;
seja { a distribuicdo associada com a* e seja Z uma variavel aleatdria assumindo
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valores em A com distribuic¢do ¢. Como,
EE{| Z[} +c S E{L(9", 2)} = (9", a),
tem-se que E{Z} é finito [do conjunto A* excluem-se, por defini¢do, os elementos

a* para os quais L(6, a") néo é finita]. Aplicando a relacéo (2.23) a funcéo convexa
de a, L(0, a), vem, para todo o 0 € ©,

L[6, E{Z}] < E{L(0, Z)};

como A é convexo!, E{Z} € A. Tome-se a, = E{Z}; assim, para todo o a* € A*
existe g, € A, verificando,

L(0,ay) < L(0,a") paratodo o 0 € ©,
e a demonstracio fica completa. 0

Recorde-se que func¢io de decisdo pura, § € D, é aplicacio,
0:X - A,

isto é, faz corresponder a cada observacdo, x € X, uma accio, a € A; funcio de
decisdo mista, 6" € D*, é aplicacéo,

0 A - A%,

isto é, faz corresponder a cada observacgio, x € X, uma ac¢do mista, a* € A*. Com
efeito, suponha-se que 6" € D" resulta da mistura de §; € D, i = 1,2,..., com
probabilidades, ¢, i = 1,2,..., § 2 0, £ = 1. Dado x € I, tem-se o seguinte
esquema,

0i(x) = a, € A,

8 (x) = a,, € A,

5(x) = a, € A,

! Se A é conjunto convexo, A C Rf e para a variavel aleatoria, Z, P(Z € A) = 1 — como se admite
no presente caso — demonstra-se [Ferguson (1967)] que E{Z} € A.
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Assim, 8" faz corresponder ao dado x a acgdo mista que equivale a tomar as accdes,
puras,

com probabilidades,
G0y Gy e

A caracteristica das funcdes de decisdo mistas que acaba de referir-se vem na linha
da concluséo a que se havia chegado — veja-se pag. 143 — de que a casualizacio
que implicam tanto pode ser feita antes como depois de obter x. O que interessa
de facto destacar é que para cada x € X, 5(x) € A, enquanto, §°(x) € A*. Logo,
verificadas as condicdes em que é valido o teorema anterior, tem-se, para todo o
x € X, dada uma funcédo de decisdo mista, seja §* € D*, que existe sempre uma
funcéo de decisdo pura, §, € D, satisfazendo,

L[6, 6,(x)] < L[6, 5" (x)],
para todo o 6 € ©. Assim, na medida em que existam valores esperados,
R(8,0,) = E{L[0, 6,(X)]} < R(0,6") = E{L[6, 5" (X1},

propriedade que permite reformular o Teorema 4.4.

Teorema 4.5 — Verificadas as condi¢des do teorema anterior, a classe das funcdes
de decisdo puras, D, é essencialmente completa. [

Exemplo 4.2 — Sendo X ~ B(N;0), analise-se a estimacdo do pardmetro 0, com
funcio perca, L(0,a) = (0 — a)?; tem-se A [convexo] = © = [0,1] e espaco de
resultados, X = {0, 1,2, ..., N}. Considerem-se as func¢des de decisdo puras,

6(x)=x/N e &kx)=1/2,

e a funcéo de decisdo mista, §*, obtida combinando 6, e §, com igual probabilidade.
Do Teorema 4.4 conclui-se que a funcéo de deciséo pura,

8)(x) = E{Z}
=5,(x) 5+ 85

_2x+ N
4N

>

é pelo menos tdo boa como 6. Narelagido acima ha que reconhecer que para cada x
a variavel aleatéria Z assume o valor §,(x) € A com probabilidade 1/2 e o valor
d,(x) € A com probabilidade 1/2.
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No que diz respeito as fun¢des risco um célculo simples mostra ser R(6, ) =
R(0,6%)/2; quer dizer, §, é mesmo melhor do que §*, propriedade que decorre da
convexidade estrita da funcao perca. UJ

Como ¢ legitimo conjecturar a partir dos Teoremas 4.4 e 4.5, as func¢des perca
convexas permitem introduzir simplificagdes em muitos problemas de decisio.
Assim, entre as percas mais usadas contam-se,

L(,a) = (0 —a)* ou L(6,a) = M(O)(O —a)* [A(B) > 0],
que para cada 6 € © sdo fungdes estritamente convexas de a, e
L(B,a) =|0—a]| ou L(B,a) = A(0)|0—a| [AB) > 0],

que para cada 0 € © sdo funcdes convexas de a. Alids o segundo grupo tem a
particularidade de corresponder as funcdes convexas pares que apresentam o mais
lento crescimento para varia¢des no erro absoluto |§ —a|. Em relagdo ao primeiro
grupo traduzem situacdes em que ha menor sensibilidade ou se penalizam menos
os erros grandes.

Quando se emprega uma funcido de deciséo, § € D*, valores grandes da perca,
L[6,(x)], estdo em geral associados com valores grandes de | x|, isto é, com o
comportamento das abas da distribuicdo de X (maior ou menor possibilidade de
«outliers»)?. Para traduzir uma sensibilidade intermédia entre erro quadratico e
erro absoluto, Huber [veja-se Lehmann (1983)] propde fungdes perca da forma,

0 - a)? se|f—al £K,
L(6,a) =
2K|0—a|—K? se|f—al| 2K,

que sdo convexas mas nao estritamente convexas. Uma forma alternativa, que
resulta da interpolacdo entre aqueles dois tipos, L(6,a) = |0 —al?, 1 < g < 2,
é estritamente convexa. Nao obstante serem funcdes convexas, os tipos intermé-
dios sdo de tratamento mais dificil e conduzem a solu¢des de interpretacio menos
directa: por esse facto sdo aqui raramente considerados.

Os préximos resultados dizem respeito ao acolhimento do principio de sufi-
ciéncia no ambito da teoria da decisdo estatistica. O tratamento da questéo faz-se
de modo mais conveniente retomando as func¢des de decisdo aleatérias oportuna-
mente introduzidas [veja-se pag. 142].

% Confronte-se com as consideragdes feitas na sec¢fio 3.6 sobre a fungio perca na 6ptica da robustez
bayesiana — analise condicionada por X = x. Estando em jogo o risco (frequencista) R(0, ), a
presente analise é particularmente relevante.
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Uma funcéo de decisio aleatoria, ¢ € @, diz-se baseada na estatistica suficiente,
T(X), quando somente depende de x através de T(x),

¢la|x) = gla| T(x)], (4.3)

ou, de outro modo, quando,
T(x) =T(x") = $(a|x) = p(a|x"). (4.4)

Dada uma amostra casual, X = (Xj, X,, ..., Xy), com espago de resultados, X = RY,
uma estatistica suficiente, T(X) — e de uma maneira geral qualquer estatistica —
estabelece em RN uma particéo, seja II. Os conjuntos da parti¢ao, sendo J o domi-
nio de T, podem designar-se,

Il = {x = (x;,%,....,xx5) : T(x)=t, te€T}
I,NI, =@, t#t, UII, = RN,
tey

Se ¢ é baseada na estatistica suficiente T entdo ¢ é constante [a mesma distribuicio
sobre A] sobre cada conjunto da particio,

¢(a|x) = ¢(a|t) para todo o x € II,. (4.5)

Exemplo 4.3 — Considere-se a amostra casual, X = (X, X,,X;), X, ~ B(1;0),
i=1,2,3,casoem que T = X + X, + X; é estatistica suficiente para 6. Suponha-se,
A ={a,, a,}; uma fungéo de decisdo aleatéria, ¢ € ®, representa-se por,

¢ = [¢(a %), ¢ay | %)), $a;|x) 20, §a; [x) + Pla[x) =1,

ou seja, em virtude da ultima relagéo,

¢ =[¢a|x), 1-¢a,[x)]. 0= ¢(a|x) 1,

onde ¢(a, | x) é a probabilidade com que a ac¢io g, é tomada quando se emprega
¢ € O e a observagdo é X = x. Assim, o estudo de ¢ pode fazer-se considerando
simplesmente ¢(q, | x).

No quadro abaixo indica-se a particdo de X operada pela estatistica suficiente,
T, e compara-se uma funcgio de decisdo aleatoria genérica com uma fungio de
decisdo aleatdria baseada em T, seja ¢’ € @, onde &, C ® é a classe das fun¢des
de decisdo baseadas em T.
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I X ped ¢’ €D,

HO (0’0’0) ¢[a1 | (0’0’0)] ¢, [al | (050’0)]
(1,0,0) ¢la; [(1,0,0)]  ¢'[a|(1,0,0)] =

I g (0,1,0)  ¢lay [(0,1,0)] = ¢[a1[(0,1,0)] = }
(0,0,1)  ¢la; [(0,0,D]  ¢'[a1[(0,0,1)]
(1’130) ¢[al |(13130)] ¢I [al |(1’1’O)] -

I, i (1,0.1)  @lag [(1L,0,D]  =¢[ar[(1.0,D] = E
(0’131) ¢[al | (09131)] Qb/[al | (0’131)]

H3 (1,1,1) ¢[a1 | (Llal)] ¢,[a1 | (1>1:1)]

O teorema seguinte mostra que no caso de haver uma estatistica suficiente
ndo se retira qualquer vantagem do emprego de funcdes de decisdo que nio sejam
baseadas em tal estatistica®.

Teorema 4.6 — Se T é estatistica suficiente para 6 e se &, C O representa a classe de
funcdes de decisao aleatdrias baseadas em T, entdo @, é essencialmente completa.

Dem. E necessario provar que dado qualquer ¢ € ® existe um ¢’ € ®,, tal que,
R(6, ¢) < R(6, ¢) para todo o 6 € ©,
onde R(6, §) é a funcéio risco definida por (3.11) e (3.12).
Seja, I1 = {I1, : t € J}, a parti¢do instituida em X por T. Se ¢’ é por hipdtese

baseada em T entdo ¢’ é constante sobre cada conjunto II,; com ¢ € ® arbitraria,
tome-se, para todoo x € 11,

¢'(alx) = ¢'(alt) = E{p(a| X) | T =t} (4.6)

Isto é, para cada t € J, ¢’(a|t) calcula-se como média condicionada de ¢(a| X)
quando X percorre II,,

E{¢(a| X)|T = 1} = j oal ) f x| 1) dx, (47)

onde f(x|t) é a densidade de X condicionada por T = t que é independente de 0
por T ser suficiente para 6.

* O principio de suficiéncia encontra assim pleno acolhimento na teoria da decisdo estatistica.
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Por outro lado [o exemplo seguinte permite acompanhar melhor a demonstra-
¢do] tem-se,

Big(al 0} = | ¢/l stxloyar
= L {L[ ¢’ (a|x)f(x|t)dxp g(t]0)dt,
onde g(t|6) é a densidade de T; mas, por (4.6),
B (@] X0} = L #'(al Dg(t|0)de = E{g'(a| TV}
Por outro lado,
Biglal 0} = | el 0)fCx|0)ax
-[ { L $al ) el 1) d] g(216)dr,
ou ainda, por (4.6) e (4.7),
Eigal 0} = | #(@l0gl0)de = Elgtal T

Em resumo,
E{¢’(a| X)} = E{¢(a| X)}. (4.8)
Por (3.11) e (3.12),

RO, $) = LC {L L(0, a)p(al ) da} F(x|60) dx,

entendendo ¢(a|x) como densidade sobre A. Admitindo valida a permuta dos
integrais,

RO, ¢) = L 1(6,q) { LC é(a| ) f(x]0) dx} da.
Logo, por (4.8), tem-se finalmente,
R(O,¢") = RO, ¢), 0¢€O,
e o teorema fica demonstrado. [

Exemplo 4.3 — Continuagdo. Supondo que ¢ € ® é arbitraria, proceda-se a cons-
trucéo de ¢’ € &, segundo (4.6). Tem-se,
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(1) ¢/ [al |(0’0:0)] = (ﬁ/(al |t = 0) = 45[611 |(0:0a0)]:
(i) ¢'[a;[(1,0,0)] = ¢[a, [(0,1,0)] = ¢'[a; [(0,0,1)] = ¢'(ay |t = 1),

com,
¢'(a |t =1) = $la; [(1,0,0)] - PX = (1,0,0)|T = 1) +
+ ¢[a1 | (0’1’0)] : P(X = (0>130) | T = 1) + (]5[(11 |(0>071)] : P(X = (0’0>1) | T = 1)’
donde,

¢/(al |t = 1) = {Qb[al |(1a0a0)] + ¢[a1 |(031a0)] + ¢[a1 |(0:0:1)]}(1/3):
(iii) ¢'[a, [(1,1,0)] = ¢[a; [(1,0,1)] = ¢’[a, [ (0,1,1)] = ¢'(ay |t = 2),

com,

¢'(ay |t =2) = ¢la; [(1,1,0)] - PX = (1,1,0) [T = 2) +
+ ¢[a1 | (1,0,1)] : P(X = (1’0:1) | T = 2) + ¢[a1 |(0>1a1)] ' P(X = (0s1>1) | T= 2)a

donde,
¢'(a; [t = 2) = {$la, |(1,1,0)] + ¢p[a; [ (1,0,1)] + ¢[a, [ (0,1,1)]3(1/3);
(iv) ¢'[a;|(1L,L,D] = ¢'(as |t = 3) = $la; [ (1,1,1)]. a

Exemplo 4.3 — Continuagdo. Nao obstante o pesado formalismo, vai ilustrar-se a
relacdo (4.8). Como A = {a,, a,}, basta tomar a,. Tem-se,

E{QZS(al |X)} = Z ¢[a1 | (x1, %5, %3) ] 9239(1 _ g)S—Zx,.

xedX
= $la; 1(0,0,0)1(1 - 0)* + {¢la, | (1,0,0)] +
+ ¢[a1 | (051’0)] + ¢[al | (0’031)]}9(1 - 0)2 +
+{gla, [(1,1,0)] + pla, [ (1,0,1)] +
+ ¢[a1 | (0>1a1)]}92(1 - 9) + ¢[al | (1a1’1)]03

=2 P@InHea-o
= B¢/ (ay | T)} = E{g(a; | X}

O

Segundo o Teorema 4.6, o conhecimento de uma estatistica suficiente, T, per-
mite restringir a escolha da funcéo de deciséo a classe das baseadas em T. De facto,
qualquer que seja ¢ € ® existe sempre ¢’ € @, ¢’ dado por (4.6), com risco idéntico

ag.
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Por outro lado, desde que se verifiquem as condi¢des do Teorema 4.4, a classe
das fung¢des de decisdo puras, D, é também essencialmente completa. Retendo
essas condigdes é interessante investigar se Dy, D, C D,

Dy={5 €D : §(x) =S[T(x)]},

subclasse das funcoes de decisdo puras baseadas na estatistica suficiente, T, é
ainda essencialmente completa. A verificar-se esta propriedade, além da reducao
de dados operada com a estatistica suficiente, pode dispensar-se a casualizagéo.
De facto, tem-se,

Teorema 4.7 — Verificadas as condi¢oes do Teorema 4.4, a classe das funcdes de
decisdo puras baseadas numa estatistica suficiente, D,, é essencialmente completa.

Dem. Em termos gerais, pouco rigorosos, ¢ a seguinte: qualquer que seja ¢ € P,
existe, pelo Teorema 4.6, ¢’ € &, pelo menos tdo boa como ¢; a ¢" pode fazer-
-se corresponder, de acordo com o Teorema 4.4, a funcdo de decisdo pura, seja &,
definida pela relagéo,

(x) = J ap’(alx)da paratodoox € X,
A

que é pelo menos tio boa como ¢’. Finalmente, dado que ¢’ é baseada na estatistica
suficiente, T, ¢’(a|x) = ¢’[a| T(x)], também, 6(x) = §[T(x)], isto é, também § é
baseada em T e a demonstracéo fica completa. [

4.3 Admissibilidade das funcées de decisdao Bayes

As proposi¢des seguintes focam alguns aspectos da relacdo que existe entre fun-
¢oes de decisdo Bayes e funcdes de decisdo admissiveis. Da sua anélise pode con-
cluir-se que as regras Bayes sdo virtualmente admissiveis, propriedade que aliada
a optimizacao formal em termos da teoria da utilidade — no quadro da teoria da uti-
lidade as funcdes de decisdo Bayes sdo inevitavelmente as melhores — representa
forte argumento em favor do respectivo emprego.

Teorema 4.8 — Se para uma distribuigio a priori, h, §, é a inica funcio de decisao
[a menos de uma relagéo de equivaléncia] Bayes contra h, entdo, §, é admissivel.

Dem. Por hipoétese,
R(h,8,) = infs. R(h,0%),

ou ainda,

R(h,8,) < R(h,6%),
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para todo o §* € D" néo equivalente a §,. Considerando o valor esperado em rela-
cdo a h, vem,

E{R(6,5,) — R(6,5)} < 0,

para todo o 8" € D" ndo equivalente a §;,. A desigualdade anterior implica a impos-
sibilidade de verificar-se, R(0,8,) = R(0,6"), para todo o 8 € O, ficando assim
provada a admissibilidade de &,. [

O teorema anterior mostra o interesse de investigar em que condicoes uma fun-
¢éo de decisdo é Bayes unica. A seguinte proposicéo pode estudar-se em Lehmann
(1983) e descreve uma condicéo suficiente:

Lema 4.1 — Com funcéo perca quadratica (ou estritamente convexa), a func¢éo de
decisdo, gy, Bayes contra H (fung¢io de distribuic¢éo a priori), é inica (a menos de
conjuntos de I com probabilidade zero qualquer que seja o elemento de F) se:
(i) R(H, 8y) é finito; (ii) para qualquer conjunto B (boreliano) C X,

P(XGB):JPQ(XGB)dH(G)ZO = Py(X e€B)=0paratodoofe®©. OO

Exemplo 4.4 — Com x ~ B(N;#) considere-se o problema de estimar 6, com
© = [0,1]. Suponha-se que a distribuicdo a priori é discreta e atribui probabili-
dade 1/2 aos pontos 8 = 0 e § = 1. Para qualquer x € X, onde, X ={0,1,2,..., N},
tem-se,

P(X = x) = f(x[0)(1/2) + f(x[1)(1/2),

com f(x|0) = (J;])@x(l —0)N~*. Agora, para qualquer x # 0, N, 0 < x < N, vem,
P(X = x) =0, mas, Py(X =x) = f(x|0) >0,para0 <0 < 1.

Dado que,

1 =

h(0|x): sex =0,
0 sex =0,

h(@|x)= 0 qualquerx, 0<0<1,
0 sex =N,

1 =

h(1]x) 1 sex =N,

tem-se, com fungéo perca quadrética,
re(a) = a®h(0|x) + (1 — a)*h(1| x),

isto é,
a® sex =0,
r.(a) = 0 sex = 0,N,

(1-a)? sex=N.
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Assim, qualquer funcéo de decisio tal que §(0) = 0 e §(N) = 1 — e ha uma infini-
dade — é Bayes contra a distribui¢éo a priori considerada. A néo unicidade advém
da nao verificagéo da condicéo (ii) do Lema 4.1 [adaptado de Lehmann (1983)] . I

Teorema 4.9 — Com © = R, se R(0, ") é funcéo continua de 0 para todo o §* € D",
se &, é Bayes contra h e R(h,&,) é finito e se h tem R como suporte?, entdo &,
¢é admissivel.

Dem. Suponha-se que &, ndo é admissivel; existe entdo §* € D* tal que R(0,6") <
R(0,8,) para todo 0 6 € © e R(6,,5*) < R(6,, 5,) para algum 6, € ©. Em consequén-
cia: por um lado, existe um numero real £ > 0, tal que,

R(eo, ) < R(eo’ 5h) -&

por outro lado, pela continuidade de R(0, 5*) em relagio a 0, existe uma vizinhanca
de 6y, seja v(6, &), tal que,

R(0,6™) £ R(0,8,) — & para todo o 0 € v(6,, &).

Finalmente,
R(h,6") = J R(0,6)h(6) dO + J R(0,6)h(0) do
v Ve

< J [R(6,5,) — EJh(0) dO + J R(6,8,)h(6) dO
= R(h,5,) - EP(0 € v),

onde v = v(0),&) e w'=0e- v(6,,&). Mas, P(0 € v) > 0, por h ter R por suporte;
logo, R(h,6") < R(h,d,), o que contradiz a hipétese de que &, é Bayes contra h.
Portanto, &, é admissivel. [

Dada a dificuldade em apresentar resultados muito gerais, grande parte das
proposicdes do presente capitulo exige que o espaco dos estados seja finito,
© ={0,,0,,...,0,}. Tem-se, entdo, que a familia das distribui¢des a priori # = S,
isto é,

hedt = h=(h.hy...h,), h; 20, Y h =1
por outro lado, #*, designa o subconjunto de # constituido por vectores de pro-
babilidade com componentes todas positivas,

hedtt = h=(h.hy....hy), h;>0, Y h=1.

* O suporte de uma distribuicio sobre © é o conjunto de pontos 6 € © tais que, para todo £ > 0,
PO —E <0< +E)>0. No caso presente o suporte é o proprio ©[= R].
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Seja B conjunto das funcdes de decisdo que sdo Bayes contra algum h € #.
Se § € B existe h € #¢ tal que,

R(h,8) = ) R(6,8)h; < Rh,6") = > R(6;,6")h (4.9)

para todo o §* € D*.

Analogamente B designa o conjunto de fun¢des de decisio que sdo Bayes
contra algum h € #*. Evidentemente, se § € B™, verificam-se as desigualdades
(4.9) mas nenhum dos h; pode ser igual a zero. O teorema seguinte pode considerar-
-se a versdo do anterior para o caso © finito.

Teorema 4.10 — B* C @, isto é, as fungdes de decisdo Bayes contra algum h € #*
sdo admissiveis.

Dem. Se § € B" existe h € #™ tal que,
Z R(0;,0)h; < Z R(0;,6")h; para todo o 5" € D7,

ficando desde logo afastada qualquer hipotese de haver §” dominando estritamente
S. Portanto, § € Q. OO

Considere-se o conjunto Sj, representado na Fig. 4.3. As func¢des de decisao,
&', 8", 8", sdo todas Bayes contra h = (1,0), tal como sucede com a infinidade
de funcdes de decisdo a que correspondem pontos no mesmo lado do rectangulo.

R(GZ) 5)
5" e
Sp
5’ e
5/
(1,0)
>

R(el’ 6)

Fig. 4.3
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No entanto, s6 §’ é admissivel. Este caso, muito simples, mostra como a admissibi-
lidade das solugdes Bayes falha quando h néo tem todas as componentes positivas
e serve de contra-exemplo relativamente ao Teorema 4.8 na medida em que apre-
senta uma situacdo em que a fungéo de decisao Bayes nio é tnica.

As funcoes de decisdo Bayes formais [veja-se pag. 164] ndo sdo necessaria-
mente admissiveis.

Exemplo 4.5 — Suponha-se X ~ N(0,1),0 ~ N(0,1) e
L(0, a) = exp{36%/4} (0 — a)*.

Considerando o Ex. 1.15 conclui-se que h(f|x) é uma N(x/2,1/2). Recorrendo
a (3.37) mostra-se que a funcdo de decisdo Bayes formal é §,(x) = 2x [o risco a
priori, R(h, 8,), é infinito]. No entanto, ndo é dificil calcular, ser,

R(0,8,) = exp{30%/4} (4 + 6%) > exp{36°/4} (1) = R(0,6,),
onde §,(x) = x. Em conclusio, §, é seriamente inadmissivel [Berger (1980)]. [J

O exemplo anterior é, por assim dizer, dilematico. Por um lado, a anélise post-
-experimental, conduz a uma funcéo de decisdo que, em sintonia com a teoria da
utilidade, resulta da minimizacéo do risco a posteriori e é, em principio, impecavel.
Por outro lado, a anélise pre-experimental, leva a concluir que tal fun¢io de deci-
sao é grosseiramente inadmissivel e deve ser descartada. Uma possivel via para
ultrapassar a dificuldade consiste em excluir da analise os casos em que a funcao
perca (ou a funcéo utilidade) néo é limitada (recorde-se o Teorema 2.6).

Tal como se passa com as funcdes de decisdo Bayes formais, as Bayes genera-
lizadas néo sdo necessariamente admissiveis, embora a verificacido da sua admissi-
bilidade ou inadmissibilidade possa ser bastante dificil.

Quando § € D* é Bayes generalizada, a funcdo perca é positiva e a fungéo
risco R(h,§) < oo, ndo é em regra arduo provar a admissibilidade. Porém, o que
quase sempre acontece é que R(h,d) = oo, caso em que, mesmo fun¢des Bayes
generalizadas «naturais» ou «classicas» podem ser inadmissiveis.

Exemplo 4.6 — Considere-se X = (X, X;, ..., X;) ~ Ni(0, I,), onde 0 é o vector das
médias, 0 = (0,,6,,...,0,), I, é amatriz identidade k x k e N} designa a distribuicdo
Normal k-dimensional. Pretende-se estimar @ com funcéo perca,

k
L0.2) = Y.(6 - @)

i=1

Como 0 é um parametro de localizagdo, a distribui¢do a priori ndo informativa,
h() = 1, @ € R*, ¢ a indicada quando nio existe informacéo a priori. Pode entdo
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mostrar-se que a distribuicdo a posteriori de 8 é ainda Normal k-dimensional,
Ni(x,L). A funcdo de decisdo Bayes generalizada [h(@) = 1 é impropria] vem
Op(x) = x [tratando-se de uma amostra casual, X;, X, ..., Xy, o estimador Bayes
generalizado era o vector das médias]. O que é algo surpreendente é que J,(x) é
admissivel para k < 2 e inadmissivel para k = 3. De facto, James e Stein demons-
traram que, para k = 3,

PG ={1-[k-2/ ) =]} x

domina estritamente &, isto é, R(0,8’5) < R(8,6), para todo o 6 € ©. Note-se que
8y, é o estimador «Optimo» do ponto de vista classico [Berger (1980)]. Na seccéo 6.6
retoma-se o problema dos estimadores de James-Stein. [J

4.4 Existéncia de solucoes Bayes. Teorema da classe completa

Para atacar o problema da existéncia de solugdes Bayes é necessario apresentar
alguns conceitos, alids igualmente relevantes no estudo da existéncia de solugdes
minimax.

O conjunto risco, S;, [e, em geral, um conjunto de R"], diz-se limitado inferior-
mente se existe um nimero real finito, M, tal que

¢ 2-M,j=1,2,...,n, para todo o ponto £ € Sp.

Na Fig. 4.4 ilustram-se as duas situacdes.

I
I
|
|
I % *
| 'SD SD
|
|
|
I
|
|
T
I
e
|
|
[
(a) conjunto limitado (b) conjunto nio limitado
inferiormente inferiormente

Fig. 4.4
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Com z € R", seja Q, o ortante inferior em z [recorde-se (3.16)]; como imedia-
tamente se reconhece, Q, N S;, quando néo for conjunto vazio, compreende os
pontos de risco correspondentes a fungdes de decisdao que dominam a fungao de
decisdo a que corresponde z (note-se a Fig. 4.5).

Q,

Fig. 4.5

Designe S}, o fecho de Sjy; um ponto z pertence a fronteira inferior de Sy, [ou,
em geral, de um conjunto convexo de R"], se,

Q, N Sp = {z},

onde {z} é o conjunto que tem z como Gnico elemento.
A fronteira inferior de S}, representa-se por A(Sp); diz-se que S, é fechado
inferiormente quando,
A(Sp) C Sp. (4.10)

Ao longo do presente capitulo vai ter-se uma ideia da importancia que tém os
problemas de decisdo em que Sy, é limitado inferiormente e fechado inferiormente.
Por esse facto interessa fazer referéncia a forma de investigar a verificacdo destas
duas propriedades.

Quando é valido admitir ser,

L(0,a) = —K > —oo,

é facil verificar que R(6,6") = —K e que, consequentemente, S, é limitado
inferiormente.

A verificagdo de que S;, é fechado inferiormente é consideravelmente mais
dificil. O caminho mais acessivel ainda é ensaiar a demonstracdo de que Sp é
fechado e, portanto, obviamente fechado inferiormente.
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O primeiro dos lemas seguintes permite mostrar que o conjunto risco, Sy, pode
«herdar» certas propriedades do conjunto perca, S [veja-se 3.4].

Lema 4.2 — Se o conjunto perca, S, é limitado e fechado, o conjunto risco, S, é

limitado e fechado. (I

Lema 4.3 — Seja, A, o espaco de ac¢des: o conjunto perca, S, é limitado e fechado
quando se verifica qualquer das condigdes:

1) A é finito;
2) A ¢é conjunto limitado e fechado de R e L(6, a) é funcio continua de a para
i=1,2,...,n 00

Referéncias a estes resultados podem ver-se em Blackwell e Girshick (1954) e
Berger (1980). Felizmente, na grande maioria dos problemas de decisédo estatistica
o conjunto risco é fechado (vejam-se os Exs. 7.3, 7.4 € 7.5).

A importancia da fronteira inferior relativamente a admissibilidade é estabele-
cida no,

Teorema 4.11 — Se £(5) € A(Sp) entdo § € @, isto é, funcdes de decisdo a que corres-
pondem pontos na fronteira inferior do conjunto risco casualizado sdo admissiveis.

Dem. Se £¢(8) € A(Sp), a existéncia de &’ com £(8") € Sp, £;,(8") < ¢;(5) para
j = 1,2,...,n e desigualdade estrita para algum j conduz a uma contradicéo.
De facto, tem-se nesse caso,

Qusy € Qo)
o que implica,
[Owsy N SH] C [Qusy N Spl = {€(6)}
e £(8’) # £(8) ndo pode pertencer a Sj,. 0d

E, agora, a primeira proposicdo sobre a existéncia de solugdes ou funcdes de
decisdo Bayes:

Teorema 4.12 — Se Sj) é limitado inferiormente e fechado inferiormente, existe,
para todo o h € #*, uma funcio de decisdo Bayes contra h.

Dem. Para qualquer h € #*, seja B o conjunto de numeros reais,
B ={b : b = Xt;h; para algum £ € Sp}.

Na Fig. 4.6 indicam-se, com n = 2, as rectas correspondentes a quatro valores de
b e o vector h = (hy, h,). Como S}, é limitado inferiormente, entéo o conjunto B é



204 Teoremas Fundamentais

b3:€1h1+£2h2

X N

Fig. 4.6

minorado e tem infimo. Seja b, o infimo de B. Em qualquer sucessio de pontos, ¢”,

v=12,..,¢ €S5p, tal que,
D Uhy = by,

o facto de ser hj > 0 implica que para j = 1,2,...,n, as sucessdes de niimeros, {’}’,

v =1,2,..., sdo limitadas superiormente. Existe, portanto,

lim ¢ = ¢°,

V=00
e ZE})hj = b,, Ora, £° € A(S}): por uma parte, 0 € §,§, por ser ponto limite e
{°} C O N S%, por outra parte, O N 5% N {£°}, porque se £ € O e é diferente de £,
th; <bjeset € S% havera pontos ¢ € S} para os quais %t;h; < by contradizendo
a hipétese de b, ser o infimo de B. Portanto, {£°} = Qp N S5 e £° € A(S})°.

Como, por hipétese, Sp, é fechado inferiormente, £ € S, e 0 minimo de %¢;h; é

obtido num ponto de Sj; £° ¢, assim, ponto que corresponde a funcio de decisio
Bayes contra h e a demonstracio fica completa. [

> Acaba de demonstrar-se que, em geral, conjunto nio vazio, convexo e limitado inferiormente, tem
fronteira inferior nio vazia.
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Exemplo 4.7 — Para mostrar que o Teorema 4.12 nédo pode alargar-se a toda e
qualquer distribuigéo a priori, h € #, considere-se, com n = 2, o conjunto risco,

Sp=1{(t;,8;) : 4,8, 2 1, £; > 0},

representado na Fig. 4.7. O conjunto S, é convexo, limitado inferiormente e fechado
inferiormente. Tome-se h = (1,0) ¢ #*; vem,

Elhl + Ezhz = {21,

e o risco minimo ¢é zero; contudo o minimo ndo ¢é atingido para qualquer £ =
(£,,¢,) € S 0 que mostra néo existir solu¢do Bayes contra h.

(1,0)

Fig. 4.7
U

Analisando a demonstragio do teorema anterior verifica-se facilmente que se
a hipdtese «Sp limitado inferiormente» for substituida por «Sj limitado», existe
funcio de decisdo Bayes contra todo o h € #¢.

Nas condicdes do teorema anterior tem-se ainda,

Teorema 4.13 — Se Sp é limitado inferiormente e fechado inferiormente, a classe
de funcdes de decisio,

C, = {5 € D" : 4(5) € A(SH)},

é completa minima.
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Dem. Mostra-se, primeiro, que €, é completa. Seja § € D, § € €;; tem-se, £(5) €
Sp e £(8) € A(Sp). Designe-se,
Q ox
5 = Qys) N Sp;
S é conjunto nio vazio, convexo [por ser intersecc¢do de conjuntos convexos (EB é
convexo por ser fecho de conjunto convexo)] e limitado inferiormente. Da pri-
meira parte do teorema anterior pode concluir-se que todo o conjunto nio vazio,

convexo e limitado inferiormente, tem fronteira inferior néo vazia; logo, A(S®) = .
Tome-se, £ € A(S?), isto &, £ tal que, {8} =0, N S verifica-se ser £ € Qy(s)> POis,

£ € 5% = Qus) N Sh C Ousy = Q-
Finalmente,
#=0N5" =0 N[0 N Sp]
=N [Qe(a) n SB] =N S*D‘
Assim, como S, é fechado inferiormente, existe §’ € D* tal que £(6’) = ¢, domi-
nando estritamente &, pois £ € [Qys) — {£(5)}]. A classe €, é pois completa.
Pelo Teorema 4.11, qualquer § € €, é admissivel. Consequentemente nenhuma
subclasse propria de €, pode ser completa uma vez que essa subclasse ndo conteria

algumas funcoes de decisdo admissiveis contradizendo G € € para toda a classe
completa €. Portanto, €, é classe completa minima. 0o

Na Fig 4.8 ilustram-se alguns passos do teorema que acaba de demonstrar-se.

| 0

Q )

Fig. 4.8
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Dos Teoremas 4.3 e 4.13 sai o seguinte,

Teorema 4.14 — A classe,
Gy, ={6 € D* : £(5) € A(SH)},

coincide com a classe G. (0]

Para prosseguir na apresentacdo de alguns teoremas fundamentais da teoria
da decisdo estatistica é necessario introduzir o teorema do hiperplano de separa-
¢do [a demonstracio pode ver-se em Blackwell e Girshick (1954) ou em Ferguson
(1967)]:

Teorema 4.15 — Se U e V sdo conjuntos convexos e disjuntos de R* existe um
hiperplano de separacéo, isto é, um hiperplano k - ¢ = ¢ tal que k - £ < ¢ quando
teUek-t=cquandoteV. OO

Teorema 4.16 — Tem-se G C B.

Dem. Se 6 € @, {(6)} = Qys) N Sp; os conjuntos Qys) — {£(5)} e Sy sdo convexos e
disjuntos. Pelo teorema anterior existe um hiperplano de separacio, isto é, existe
em R" um vector néo nulo, seja h, tal que,

Z z;h; < Z w;h; para todo 0 z € Qys) — {£(6)} e W € Sp,.

Assim, para todo o j = 1,2,...,n, tem de ser hj 2 0, pois, caso contrario, pode
tomar-se um z; negativo e suficientemente grande em valor absoluto de modo a
sair )} z;h; > ), w;h;. Normalizando h para que seja ), h; = 1, vem, h € # e, como
£(5) pertence ao hiperplano de separacio,

£(0)-h<w-h,
para todo o w € Sp. Logo, 6 é Bayes contrah e § € B. 0d

Se a subclasse de uma classe de fung¢des de decisdo é completa é evidente que
a propria classe também é completa. Como, pelo Teorema 4.16, G C B, e, pelo
Teorema 4.13, G é classe completa (minima), tem-se que B é classe completa. Fica
assim demonstrado o Teorema da Classe Completa,

Teorema 4.17 — Se Sy, é limitado inferiormente e fechado inferiormente, a classe B
é completa e as funcdes de decisdo admissiveis formam classe completa minima.

[l
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Exemplo 4.8 — Para reforcar a ideia de que o Teorema 4.16 se refere exclusivamente
ao caso O finito considere-se a matriz risco,

1 ) 3 84 J5
0, 1/2 0 0 0 0
6, 1/2 1 0 0 0
A 1/2 1 1 0 0
0, 1/2 1 1 1 0
s 1/2 1 1 1 1

Note-se que §; é a tinica funcéo de decisdo admissivel. Por outro lado, §, é domi-
nada estritamente por d;, §; por 9, e assim por diante. No entanto, §; ndo é Bayes
contra nenhum h, pois, R(h,d;) = 1/2, e qualquer que seja h é sempre possivel
encontrar um §; verificando,

R(h,8) < R(h,8,) = 1/2.

Para tanto basta tomar i suficientemente grande para ser 3., h; < 1/2. [J

11]

Exemplo 4.9 — Seja © = {0,,6,} e S}, tal como representado na Fig. 4.9. A classe B*
é formada pelas funcdes de decisdo que correspondem aos pontos dos segmentos
be e cd, 0 mesmo sucedendo com G. Logo, tem-se, B* = (. Os pontos do segmento
ab correspondem a fun¢des de decisdo que sio Bayes contra (1,0) e os pontos dea
Bayes contra (0,1). Portanto, a classe 8 compreende as funcdes de decisdo a que

correspondem pontos dos segmentos ab, be, cd e de. Evidentemente, B* = G C B.

Fig. 4.9
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Exemplo 4.10 — Suponha-se S, como representado na Fig. 4.10. O arco bc, sem os
pontos b e ¢ corresponde a B". O arco bc corresponde a @. O conjunto formado
pelo arco be e pelo segmento cd corresponde, a B. Portanto, B* C G C B.

Fig. 4.10

Exemplo 4.11 — Seja ¢ = ({;,¢,) e considerem-se os conjuntos,

P=ft:(t,—82+(t,—8)2<100), Q={t:0<¢ <4 0S¢, <4},
R:{e2§£1§3,2220}, SZ{fEIZO,EZZZ}

Tome-se,
S5=PNQO—-(RUYS),

conjunto que se representa na Fig. 4.11.

[ ——

Fig. 4.11
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Observe-se que Sp nédo é fechado pois ndo contém os pontos b e ¢ e o segmento
cd embora contenha o ponto d. O arco bc, com exclusdo dos pontos b e ¢, corres-
ponde a B*. A classe G compreende B* mais a funcio de decisdo correspondente
ao ponto d. A classe B compreende os seguintes pontos: segmento @(com exclu-
sdo do ponto b), arco bc (com exclusido dos pontos b e c) e segmento de. A classe G
ndo é completa visto que nenhum dos pontos do segmento ab (sem o ponto b) é
dominado estritamente por qualquer ponto de G. Por outro lado, néo existe classe
completa minima porque G néo é classe completa [Blackwell e Girshick (1954)]. O

A presente sec¢io é muito incompleta; em particular parte-se da hipdtese res-
tritiva de que © é finito. Infelizmente, o tratamento de casos mais gerais ndo cabe
no ambito das presentes notas. A titulo complementar referem-se apenas duas
proposicoes.

O primeiro resultado, devido a Brown [veja-se a citacdo em Berger (1980) visto
referir-se a trabalho nao publicado], exige a continuidade das fun¢des risco.

Teorema 4.18 — Verificando-se as condic¢oes,

i) A e O sdo conjuntos limitados e fechados de espacos euclideanos;
ii) L(6, a) é fun¢io continua de a para todo o 0 € ©;
iii) todas as fung¢des de decisdo possuem funcgio risco continua, as funcdes de
decisdo Bayes formam uma classe completa. (1]

Esta proposi¢do mostra a importancia que tem investigar em que circunstan-
cias as funcoes risco sdo continuas. Quando é possivel admitir que a func¢ao perca
é limitada [além de hipOteses menos restritivas como sejam © C R™, L(0, a) conti-
nua em 0 para todo o a € A e f(x|0) continua em 6 para todo o x € X] sucede que
todas as funcdes de decisdo possuem funcéio risco continua. Como muitas vezes
tal ndo é possivel, sobretudo quando © néo é limitado [por exemplo, quando ® = R
e se trabalha com funcéo perca quadrética], ha que restringir a densidade, f(x|6),
para garantir a continuidade desejada.

O segundo resultado, devido a Wald (1950), exige certas propriedades topolé-
gicas do espaco de fungdes de decisdo, D, e do espaco do parametro, ©.

Um espaco de funcdes de decisdo, D*, diz-se fracamente compacto em relagio
a funcéo risco, R(6, §), se para cada sucessdo de fung¢des de decisio,

{6}, v=123,.,65¢€D,
existe &’ € D* tal que,

lim R(6,6,) = R(6, ") para todo 0 6 € ©.

Y — o0
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Por outro lado, o espaco de estados, ©, diz-se fracamente semi-separavel no sentido
de Wald se e somente se existe uma sucessdo de pontos, {6,}, v = 1,2,3,...,0, € ©,
tal que,

VIL_mWR(5V,5) 2 R(6,6) paratodo o 6 € ©® e todo 0 § € D*.

Tem-se, entdo,

Teorema 4.19 — Se para cada 6 € D*, R(0, §) é funcéo limitada de 0, se D* é fraca-
mente compacto e se © é fracamente semi-separavel, entdo, a classe ( é completa
e a classe de funcdes de decisdo Bayes, proprias e generalizadas, é essencialmente
completa. L[

4.5 Solucdes minimax: existéncia e calculo

O principio minimax foi introduzido na teoria dos jogos estratégicos. A respec-
tiva abordagem torna-se mais tipica e, possivelmente, mais intuitiva, quando se
emprega a linguagem propria desta teoria.

Considere-se um jogo de duas pessoas onde intervém a «natureza» — joga-
dor J; — e o «decisor» — jogador J,. Suponha-se que se trata de jogo com soma
nula, isto é, o que um jogador ganha é igual ao que o outro perde. A funcéo risco,
R(h, §), pode interpretar-se como representando pagamento (= perca esperada)
a fazer pelo decisor a natureza quando o decisor emprega a estratégia (= funcio
de decisdo) §* € D e a natureza emprega a estratégia (= distribuicéo a priori)
h € #€. Nota-se que a incerteza do jogo resulta de qualquer dos jogadores fazer a
sua escolha na ignoréancia da escolha feita pelo outro.

A quantidade,

infy. sup, R(h,5*) =V, (4.11)

chama-se valor superior do jogo; como ja foi dito, se,
sup;, R(h, §*) = infy. sup, R(h, &), (4.12)

diz-se que 5* é uma estratégia ou funcéo de decisdo minimax (de J,).
A quantidade,
supy, infs- R(h,6%) =V, (4.13)

chama-se valor inferior do jogo; se,
infy. R(h, 8*) = sup, infy. R(h, §*), (4.14)

diz-se que h é uma estratégia maximin (de J;) ou distribuicdo a priori mais
desfavoravel.
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Tem-se sempre,

<
IIN
=l

(4.15)

porquanto com quaisquer h; e &,
infg. R(hy, 8*) < sup,, R(h, &),

e ao tomar sup,, no primeiro membro e inf; no segundo a desigualdade mantém-se.

Quando, V = V, diz-se que o jogo tem valor V = V= V. O problema central
da teoria dos jogos de duas pessoas com soma nula é investigar em que condi¢des
um jogo tem valor e em que condi¢des existem estratégias maximin e minimax.
No caso © finito o teorema seguinte é uma resposta,

Teorema 4.20 — Se S, é limitado inferiormente, o jogo tem valor e existe uma distri-
bui¢io a priori mais desfavoravel, h. Se adicionalmente Sy, é fechado inferiormente,
existe uma funcéo de decisdo minimax, §, que é admissivel e Bayes contra h.

Dem. (a) Comeca por mostrar-se que V = V, isto é, que o jogo tem valor. Seja Q. o
ortante inferior no ponto ¢ = (c,¢, ..., ¢); como Sy, é limitado inferiormente, existe,

¢, = inf{c : Q. N S}, = @},

como se indica na Fig. 4.12 para um caso particular.

1%

Q,

Co ¢+ (1/k) b

Fig. 4.12
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Nestas condicdes, qualquer que seja k > 0, existe uma funcéo de deciséo, J,
tal que,

R(0,8) < ¢ + % (4.16)

paraj =1,2,...,n. Portanto,
R(h,&) S ¢ +

paratodooh € # e,
sup, R(h, &) < ¢y +

o que implica V < ¢), quando se toma o infimo em D*.

Designe, O , o interior de Q. ; note-se que Q¢ e S}, sdo conjuntos convexos e
disjuntos. Logo, pelo Teorema 4.15, deve existir um hiperplano de separacio, isto é,
um hiperplano, ) {;n; = b, tal que, ), zy; £ b quando z € Q7 e ), win; 2 b quando
w € Sp. O vector, n = (11,7, ...,7,), ndo pode ter qualquer das componentes
negativa. Por exemplo, admitindo que se tem 1; < 0, tomando z € Q¢ e fazendo
z; — —oo com as outras componentes fixas, conclui-se que a expressio ), z;n; — o,
o0 que é uma contradicao.

O vector, seja h, obtido por normalizacéio de 5 de forma a sair 3 I~1j = 1, pode
tomar-se como distribui¢do a priori. Dado que ), Zjilj SV [ = b/}, n;] fazendo
z — (¢y, ¢, -, Gy), tem-se ¢, < b’ e para toda a funcéo de decisdo 6 € D*,

R(h,8) = > R(0;,8)h; 2 b 2 p; (4.17)

j=1

logo,
V = sup,, infs- R(h,6*) 2 infs- R(h,§™) 2 ¢, 2 V.
Como, (4.15), V < V, conclui-se,

infy. R(h, 8*) = sup, infs. R(h, 5*);

assim, o jogo tem valor e h é uma distribuico a priori mais desfavoravel.

(b) Suponha-se adicionalmente que Sj, é fechado inferiormente. Reconsidere-
-se a fungéo de decisdo J, nas condigdes (4.16) e tome-se £(J; ), na notagio habitual,
(5 = [R(O,,8), R(0,,6,), ..., R(B,, & )]. Porque os vectores da sucessio, {£(5;)}, tém
componentes limitadas superiormente [por (4.16)] e inferiormente [por hipotese],
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass existe um ponto limite, ¢°. Evidentemente,
° € S5, e, assim, O N S% # @. Por o conjunto, O N S5, ser limitado inferiormente,



214 Teoremas Fundamentais

vem A(Qp N Spy) # @, conforme se assinalou ao demonstrar o Teorema 4.12. Tome-
-se 0 ponto t € A(Qp N S}); como, por definicéo,

QN [Qp N Sp] = {8},

também § € Qp e, por ser necessariamente Q; C O, Q; N S5 = {t}, tem-se £ € A(S}).
Como S}, é fechado inferiormente por hipétese, também ¢ € Sj. Qualquer § € D*,
tal que, [R(QI,S), R(Bz,g), ...,R(Gn,g)] = {, é admissivel [Teorema 4.11] e satisfaz,
R(h,d) £ ¢, porque se tem R(Qj,ﬁ) <c¢p,paraj=1,2,...,n [5 obtém-se da sucessio
(ou de uma subsucessdo) dos §, quando k — oo]. Além disso, de (4.17), substituindo
5 no primeiro membro sai R(h,5) > C, € logo vem R(h,8) = ¢, = inf;. R(h,5%), o
que mostra que 5é Bayes contra h e obviamente minimax. [

O caso seguinte [Ferguson (1967)] mostra que se © néo é finito a proposicéo
demonstrada — Teorema Minimax — nao é necessariamente verdadeira.

Exemplo 4.12 — Suponha-se, ® = D ={1,2,3,... .}, e,

+1 se §<0,
R(0,6) = 0 se 5=0,
-1 se 6>0.

Tem-se, para qualquer h € #,
R(h,8) = | Y. h| = | D 1yl
j>0 j<o

donde, com h fixo,
infs R(h,5) = 6lim R(h,5) = -1,
€,

V = sup,, infs R(h,) = —1.

De modo analogo se mostrava que,
V= infs sup, R(h,5) = +1.

Como V <V o0 jogo ndo tem valor e ndo existem estratégias minimax ou maximin.
O

O Teorema Minimax pode alargar-se ao caso © infinito. Uma das formas de
o fazer é através do conceito de semi-continuidade inferior. Uma funcéio real,
¥(z), é semi-continua inferiormente, se para todo o nimero real, ¢, o conjunto,
{z : ¥(2z) > c}, é aberto.
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Teorema 4.21 — Seja € C D” uma classe essencialmente completa de funcoes de
decisdo. Se existe em € uma topologia tal que (i) € é compacto e (ii) R(6, §) é semi-
-continua inferiormente em § € € para todo 0 6 € ©, entdo, V = V e existe uma
funcéo de decisdo minimax. (]

A demonstracio pode ver-se em Ferguson (1967). E interessante notar que
a partir das hipéteses deste teorema pode demonstrar-se que a classe das fun-
coes de decisdo quase-Bayes ou Bayes por extensao ¢ essencialmente completa.
Como ¢ evidente, as proposicdes libertas do condicionalismo © finito revestem-se
de maior complexidade.

Quando © e D sao finitos [situacdo formalmente analoga aquela em que © e
A sdo finitos e o pagamento ou perca esperada é dado pela expressdo, R(h,a*) =
E{L(0,a")}, com L(0,a") definido por (3.2)] fala-se em jogo rectangular ou finito.
Sendo Sp conjunto finito, o respectivo ambiente convexo, Spy é um hiperpoliedro
convexo, portanto, conjunto limitado e fechado. A proposicdo seguinte é simples
corolario do Teorema 4.20,

Corolario 4.1 — Todo o jogo finito tem valor e estratégias maximin e minimax. [JJ

Quando © e D sdo finitos a determinagéo do valor do jogo, da estratégia maxi-
min [h& uma pelo menos e havendo mais do que uma h4 uma infinidade] e da estra-
tégia minimax [idem] é problema de matematica de solugdo conhecida, nomeada-
mente através da relacdo com a programacao linear, com calculo numérico facil-
mente realizado em computador quando o cardinal dos conjuntos o exija [vejam-se
Blackwell e Girshick (1954) e Gass (1969)]. O problema nio é aqui aprofundado,
ja por ser algo extenso, ja por néo ser especialmente relevante para a deciséo esta-
tistica. Passa, por isso, a estudar-se com maior énfase a determinacédo das fung¢des
de decisdo minimax em contexto mais geral.

Quando a classe de func¢des de decisdo, D, é ja de si reduzida, ou pode reduzir-
-se por eliminacéo das inadmissiveis, torna-se as vezes possivel utilizar um método
directo de calculo a partir da definicdo. Um exemplo vai encontrar-se a seguir
ao Teorema 7.4.

Os métodos mais faceis para determinar fun¢des de decisdo minimax tém como
ponto de partida as func¢des de decisdo Bayes. Um desses métodos baseia-se na
ideia de que é possivel ao decisor conhecer ou conjecturar a distribuigéo a priori
mais desfavoravel [a estratégia mais temivel da «natureza» ou maximin]. Isso
sucede, nomeadamente, quando #€ tem estrutura pouco complicada e D*, pelo
contrario, tem estrutura intrincada a ponto de tornar dificil a pesquisa directa da
solucdo minimax. Uma vez vislumbrada a dlStrlbu1§30 mais desfavoravel, 4, se for
possivel determinar a funcao de deciséo, 5, Bayes contra h, entfio, § é fungio de
decisdo minimax. Poderoso auxiliar no contexto é o seguinte,
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Teorema 4.22 — Se § é Bayes contra he, paratodoof € ©,
R(0,6) < R(h, ), (4.18)
entdo § é minimax e h é a distribuicio a priori mais desfavoravel.
Dem. De (4.18) e do facto de 5 ser Bayes contra l~1, resulta, para todo h € #,
R(h,8) £ R(h,8) = infs R(h,§%),

donde, i o )
sup,, R(h, §) £ R(h, §) = infs. R(h,5*),

e, ainda,

infg. sup,, R(h,5*) < sup, R(h, 5) < supy, infs- R(h, §%).
Por outro lado — veja-se (4.15) — verifica-se sempre,
supy, infs- R(h,8*) £ infs. sup, R(h, 67);
logo, i
sup,, R(h, §) = infj. sup, R(h, §),

e a demonstracio fica completa. 0o

Exemplo 4.13 — Apesar de esquematico o problema tem algum interesse [Ferguson
(1967)]. Seja, ® = {1/3,2/3}, A = (=0, +), L(0,a) = (0 — a)*>. A experiéncia
consiste em observar a variavel aleatoria, X, assumindo dois valores, x; e x,, com
P(X =x)= f(x10) =0e P(X =x,) = f(x,]0) =1-0.

O conjunto de fun¢des de decisdo puras, D, pode identificar-se com R?,
D={z=(21,2) : z1 = 8(x1), 2, = (x,)};

um palpite razoavel sobre a distribuicdo a priori mais desfavoravel é o que aponta
para h = (hy, hy) = (1/2,1/2). O risco associado com cada z € D é,

R(h,z) = R(0,,2)h, + R(6,,2)h, = R(1/3,z)(1/2) + R(2/3,2)(1/2)
1(1 )2 2(1 )2 1 2(2 )2 1(2 )2 1
=|l-lz-—z) +=(=—z) |=+|z(=—z) +=(=-—2) |=;
31\3 31\3 2 31\3 31\3 2
esta expressdo ¢ minima para z; = 5 /9 e z, = 4/9, quer dizer, a fun¢io de dec~iséo
Bayes contra h = (1/2,1/2) é z = (5/9,4/9). Voltando a expressido de R(h, z),

tem-se,
R(h,z) = R(1/3,%) = R(2/3,%) = 2/81;

a condicdo (4.18) é satisfeita; z é minimax e h maximin. [J
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Diz-se que §* é funcdo de decisdo igualadora se R(0,5") = p (constante) para
todo 0 8 € ©. Olhando a Fig. 4.13, tracada para © finito, n = 2, compreende-
-se que na situacdo apresentada (mas, ndo, por exemplo, quando se esta nos dois
primeiros casos da Fig. 3.8) uma fung¢io de decisdo igualadora para ser minimax
carece de propriedades adicionais.

AN
AN

\ f. d. igualadoras

AN

igualadora
minimax —®

=
I e

) 45°

Fig. 4.13

Como é intuitivo uma propriedade adicional que parece garantir que uma fun-
cdo de decisdo igualadora seja minimax é a admissibilidade. O teorema seguinte,
além de estabelecer uma condicéo de admissibilidade, mostra que essa conjectura
é verdadeira,

Teorema 4.23 — Se § é a unica funcdo de decisdo minimax, § é admissivel. Se § é
funcéo de decisdo igualadora admissivel, § é minimax.

Dem. 1) Para provar a primeira proposi¢io suponha-se que §, unica funcio de
decisdo minimax, néo é admissivel. Existe, entdo, § € D", tal que,

R(6,5) < R(0, S) para todo o 6 € ©,
e desigualdade estrita para algum 0 € ©. Consequentemente,
supy R(6,5) < supy R(O, 5),

e § seria também minimax o que é uma contradicéo.
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2) Para provar a segunda proposigéo, suponha-se que é nas condi¢des indicadas
ndo é minimax. Existe entdo uma funcio de decisdo, §’ € D", tal que,

supy R(6,8") < supy R(0, 5).

No entanto, como R(#,8) = p (constante) para todo 0 0 € ©, esta desigualdade
implica,

R(0,8") < R(6,5) para todo o 6 € ©.

Assim, 6’ domina estritamente 5o que é uma contradigéo. [

Nao é preciso ser tdo exigente para garantir que uma funcéo de deciséo igua-
ladora seja minimax. Basta pedir que seja igualadora e Bayes.

Teorema 4.24 — Se para 5 € D*, R(6,6) = p, constante, para todo 0 0 € ©, e se
existe h € # contra o qual 5é Bayes, entdo 5 é minimax e h é maximin.

Dem. Sendo R(6,8) = p para 0 € © e 5 Bayes contra h, vem,
= J R(68,5)h(0) d6 = R(h,5) = infy R(h,5*);
)

por outro lado,
infs. R(h,8") < sup,, infg- R(h, §*) < infy. sup;, R(h,6*) < sup, R(h, 5) = D
e a demonstracio fica completa. [

Mais ainda, para que funcéo de decisio igualadora seja minimax é suficiente
pedir que seja também quase-Bayes ou Bayes por extensdo [vejam-se Ferguson
(1967) e Berger (1985) e comparem-se os Exs. 3.15 e 4.16].

Exemplo 4.14 — Suponha-se que a variavel aleatéria, X, tem funcdo de probabili-
dade Binomial,

f&x10)=(Y)o*-0)N"*x=0,1,...N, 0<6<1
Considere-se a estimacdo de 6, A = © = (0, 1), com fungdo perca quadratica,
L(9> a) = (0 - a)Z’

e procure-se a func¢éo de decisdo minimax.
Para aplicar o Teorema 4.24 ha que investigar a existéncia de funcao de decisao
com risco constante.
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Ensaiando,

(x) = ax + P,

tem-se,

R(0,8) = E{(0 — aX — p)*}
=[(aN —1)* = a*N10* + [a*N + 2B(aN — 1)]0 + 3%,

notando que,

E{X} = N0,
E{X%*} = N0(1 - 0) + N?6°.

O risco, R(6, §), é constante quando se verificam as duas relacdes seguintes:

(aN —1)? —a?N =0,
a*N +2B(aN — 1) =0,

isto é,se @ = o e f = f, com,
a = [VNA+VN)I™, By = [2(1 + VN)I 7

de facto, fazendo a respectiva substituicio, vem, R(6, ) = [2(1 + VN)]™2, onde,
&y(x) = ayx + p,. Sera &, Bayes contra alguma distribui¢io a priori?

Tome-se,

1
B(k, w)

h(@):[ ] -l 1-0)"1 0<6<1,

donde sai, como facilmente se verifica,

1
Bk +x,0+ N — x)

h(9|x):[ P11 — )t N=x-1 g<ph< 1.

O risco a posteriori,
1
)= | ©-87h©1x)do
0

¢ minimizado para

K+ x
Op(x) = E{0 | x} = —————.
(0 = B{f | v} = X
Igualando,

-1
k+w+N)!=aq, (—K ) = B,
( ) 0 K+w+ N bo
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obtém-se, k = VN /2 e w = VN /2. Logo, &, é Bayes contra a distribuiciio a priori

1
h() = | ——— [gWN/2-1¢1 _ g)(IN/2)-1 9
o) [B(\/N/z, m/z)] 1-6) > 0<O<d

e é, por isso, minimax. A distribui¢do hy(6) tem a pecularidade de ter pardmetros
que dependem do nimero de provas (dimensio da amostra) o que ndo é bem aceite
pelos bayesianos. [

Exemplo 4.14 — Continuagdo. E interessante comparar o risco da fungio de decisio
minimax do exemplo anterior, §(x) = §y(x), com o risco da func¢do de decisdo ou
estimador da maxima verosimilhanca, 5(x) = x/N. Tem-se,

(1 — 6)
N

R(,8) = < R(6,8) = [2(1 +VN)] %,

se e somente se,
1/2
r 1‘>(1+2W)/
217 20144N)

assim, R(0,5) < R(6,5), num intervalo (% —Ty, % + FN) onde T'y — 0 quando
N — oo, Além disso,

supRO.8)  1/4N  N+2/N+1

sup, R(6, 5) B [2(1 + VN)]2 N b

quando N — oo. Portanto, para N pequeno, o estimador minimax é preferivel;
para N grande, justifica-se o emprego do estimador da méaxima verosimilhanca
pela maior simplicidade de calculo. [

Exemplo 4.15 — Hodges e Lehmann (1950) — a quem se deve também o Ex. 4.14 —
provaram por processo analogo que o estimador,

M }HMgl _ N
N +[N(M - N)/(M - 1)]V/2 2 N +[N(M-N)/(M - D]V2)’

5(x) = {
é minimax para o parametro = de uma distribuicdo hipergeométrica,
f&IMNE) =(5)(X=E)/(X), x=0,1,..., NNE=0,1,..., M.

Este resultado tem sido aplicado em problemas de controlo estatistico da qualidade
e em inquéritos por amostragem. [
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Os Teoremas 4.22 e 4.24 traduzem uma estratégia muito clara na pesquisa
de solu¢des minimax, que consiste em descobrir ou conjecturar uma distribuicéo
a priori — propria — mais desfavoravel, e s6 sdo validos quando tal distribuigao
existe, [veja-se, no entanto, Berger (1985)].

Sucede, por vezes, que a conjectura aponta para uma distribuicéo a priori mais
desfavoravel impropria. Por exemplo, na estimagéo da média, 6, de uma populacio
Normal com varidncia conhecida, a distribuicdo a priori mais desfavoravel parece
ser aquela que torna todos os valores de 6 igualmente dificeis de estimar (uma
distribuico a priori concentrada num dado intervalo finito de ® = R facilitava
o trabalho de estimac¢do). No entanto, a distribuicdo uniforme em R é imprépria
[veja-se (1.40)].

Segundo Lehmann (1983) ha duas saidas possiveis.

[1] Se a distribuicdo a priori mais desfavoravel é impropria pode acontecer
que a correspondente distribuicdo a posteriori seja propria. Nesse caso, com fun-
¢do perca quadratica, pode tomar-se 5(x) = E{0|x} [ou E{r(0) | x} quando estiver
em jogo o estimador minimax de 7(6)], na esperanca de que seja o desejado esti-
mador minimax.

[2] Preferivelmente, pode introduzir-se uma sucessao de distribui¢des a priori
proprias, seja {h,(0)}, v = 1,2,..., tal que quando v — oo, h,(0) tende para a distri-
buigao a priori mais desfavoravel impropria [por exemplo, no caso da distribuicao
uniforme sobre R, pode fazer-se, h,(0) = 1/2v, para —v < 0 < v, v — o9, ou
h,(0) = N(0,7?), % — oo; vejam-se Exs. 1.21 e 3.15].

A ideia é substituir o conceito de distribui¢éo a priori mais desfavoravel pelo
conceito mais geral de sucessdo de distribui¢des a priori mais desfavoravel.
Considere-se uma sucessio de distribui¢des a priori, {h,(0)}, e seja §, a fungio de
decisdo Bayes contra h, e r, o respectivo risco Bayes, r, = R(h,, d,); suponha-se que
r, = r quando v — o0; a mesma sucessdo diz-se mais desfavoravel quando sendo
h uma distribuigao a priori (propria) arbitraria, se verifica r(h) = R(h,8,) <r.

Demonstra-se entdo o seguinte:

Teorema 4.25 — Se {h,} é uma sucessio de distribui¢des a priori com risco Bayes,
r, — r e se § é uma funcéo de decisdo verificando,

supy R(0, 5 =r, (4.19)
entdo: (i) & é minimax; (ii) a sucessio, {h,}, é mais desfavoravel.

Dem. (i) Suponha-se que § é uma outra funcéo de decisdo qualquer. Tem-se,

sup, R(6,8) 2 L R(0,5)h,(0)d6 >,
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para todo o v. Consequentemente,
supy R(6,6) = sup, R(6,9), (4.20)

e 5 é minimax.
(ii) Se h é uma distribuicdo a priori qualquer,

r(h) = L) R(8,8,)h(0) db < L) R(6,5)h(6) d6 < sup, R(6,8) =r,

e a demonstracio fica completa. 0o

Do teorema anterior obtém-se imediatamente o seguinte,

Teorema 4.26 — Se a funcéo de decisao, S, tem funcéo risco, R(6, S) = p, constante,
para todo o 0 € ©, e se existe uma sucessdo de distribuicdes a priori, {h,}, tal que,
sendo {4, } a respectiva sucessdo de solucdes Bayes,

lim R(h,.5,) = p,

entdo 6 é minimax. (JOJ

Exemplo 4.16 — Retome-se o Ex. 3.15 onde se trata da estimacdo da média da
Normal. Quando a fungéo perca é quadratica, sera minimax o estimador da maxima
verosimilhanca, S(X) =x?

Evidentemente, 5 tem risco constante,

R(6,6) = E{(6 — X)*} = 1/N; (4.21)

pelo Teorema 4.22 para ser minimax é bastante que seja Bayes contra alguma dis-
tribuigdo a priori. Se § for Bayes contra algum h € #, deve ter-se,

5(x) = X = E{0|x} = E{0| %}, (4.22)

por se tratar de funcio perca quadratica (e a ultima relagdo por a média da amostra
ser suficiente para 0)°.

A relaciio (4.22) é absurda. Calcule-se, E{0X}, valor esperado em relagdo a dis-
tribuicdo conjunta das variaveis aleatorias, 0 e Y, condicionando primeiro em rela-
¢do a X no primeiro calculo, e condicionando primeiro em relacio a 6 no segundo
cilculo. Tem-se,

E{6X} = E{E{6X | X}} = E{XE{0| X}} = E{X?}, (4.23)

6 O Teorema 6.20 trata este problema com maior generalidade.
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onde (4.22) interveio na obten¢io do dltimo termo; por outro lado,
E{0X} = E{E{0X | 0}} = E{0E{X |0} = E{0*}, (4.24)

onde na obtencio do tltimo termo se notou que E{X |0} = 6. Agora, (4.23) e (4.24)
implicam,

R(h, ) = E{(6 — X)?} = E{0?} — 2E{0X} + E{X?} = 0,

com h qualquer [compativel com a existéncia dos valores esperados envolvidos] o
que é impossivel, porquanto,

R(h,8) = E{(6 — X)*} = E{E{(6 — X)*|0}} = %

Se & ndo é Bayes contra nenhuma distribui¢fo a priori a doutrina do Teorema 4.24
néo permite chegar a qualquer conclusdo: trata-se de condicdo suficiente mas
néo necessaria. Em contra-partida o Teorema 4.26 é completamente esclarecedor.
Tomem-se as distribui¢des a priori, h,, e as funcdes de decisdo, d,, contra h,, defini-
das no Ex. 3.15; formem-se as sucessoes, {4, } € {3, } para alguma sucessio de valores

T — oo, Tem-se,

72 1

lim R(h,,5,) = lim ———— = —,
T—>00 t>o 1+ N2 N

donde se conclui que § é minimax. [J

Exemplo 4.17 — Ainda relativamente ao problema tratado no Ex. 3.15 altere-se a
funcéo perca para,

0 se|f@—al<A,
L(0,a) =
©.) { 1 se|f@—al|ZA.
Mostra-se que a funcéo de deciséo,
—( Nrt? )
60.(x)=%x ,
(%) (1 + N7?2
é Bayes contra h, que corresponde a § ~ N(0,7°) — recorde-se que X; LLD.
X, ~ N(0,1),i =1,2,..., N. Com efeito, com,
XN7? 7
G :N( aEhLI )
©lx) 1+ N7z? 1+ Nrz?

o0 risco a posteriori,

“+00

r(8) = E{L(0,6) | x} = J L(0,5)h(0|x)do

—00

=1-P6-A<0<6+A)
[ {5+A—[%N¢2/(1+Nr2)]} {S—A—[ENTZ/(1+NTZ)]}]
=1—-|® - ,
[72/(1 + N12)]V/2 [72/(1 + N12)]V/2
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onde ®(u) = N(0,1). Para minimizar r,(J) em § ha que maximizar a expressio que
no 2.° membro é subtraida da unidade.
Considere-se a expressao geral,

DQ+A-T) - Q- A-T),
e calcule-se a derivada em relagio a Q; vem, sendo ¢(u) a densidade de ®(u),
PQ+A-T)—p(Q—-A-T)=0,

donde, dada a forma e a simetria de ¢(u), sai Q = I'. Repondo as variaveis iniciais
fica provado o que se pretendia.
Retome-se a func¢éo de decisdo da maxima verosimilhanca, S(X) = X; vai mos-
trar-se que ¢ minimax.
Tem-se,
R(0.5) = P(10 - X |2 A) = 2[1- ®(AVN)] = p,

para todo o0 6 € (—oo, +00).
Por outro lado, nio é exercicio muito dificil calcular,

L A+6(1+ Nr?)™! A—60(1+Nt) "]
R0 =2~ o o W e 629

o correspondente risco a priori é,

—+00
R(h,,5,) = J' R(0,5,)h.(0)d6.
Como a funcéo integranda é uniformemente limitada por 2 — repare-se em (4.25)
— pelo teorema da convergéncia limitada de Lebesgue,

T—>00

lim R(h,,8,) = J ) lim R(6,8,)h,(0) d6
= 2[1-®(AVN)] = p;

logo, S(X) = X é minimax pelo Teorema 4.26 [Zacks (1971)]. O

Exemplo 4.18 — [Os pormenores podem ver-se em Zacks (1971)]. Considerem-se
duas amostras casuais de dimensio, N, X e Y, com X; L1D., Y, LLD., X, ~ N(0, 0?),
Y; ~ N(0,x0?), sendo desconhecidos a média comum, 6, e as variancias. O objec-
tivo é estimar a média comum.

Se a fungdo perca é L,;(0,a) = (0 — a)*/o?, mostra-se que o estimador mini-
max é a média da primeira amostra, x; trata-se de um estimador minimax que
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ninguém estara interessado em empregar e que resulta da parcialidade da funcéo
perca. Se, L,(0,a) = (0—a)?/o? -max{1, k}, a fungdo de decisio minimax é (x+7)/2.

As conclusoes indicadas sdo obtidas com o emprego do Teorema 4.26 e mos-
tram, mais uma vez, o condicionalismo introduzido ao adaptar uma dada funcéo
perca. [J

Se a funcido perca é convexa [e se verificam as restantes condicdes do
Teorema 4.4] o Teorema 4.5 mostra a desnecessidade de proceder a qualquer casu-
alizacdo, quer dizer, no presente contexto, se existe uma funcio de decisdo mista
minimax existe com certeza uma funcio de decisdo pura minimax [vejam-se os
Exs. 4.14, 4.15 e 4.16] e a solucdo minimax pode procurar-se em D.

Se a func¢do perca ndo é convexa retiram-se vantagens da casualiza¢do como
se ilustra no exemplo seguinte [veja-se também o Ex. 3.3].

Exemplo 4.14 — Continuagdo. Considere-se a funcio perca,

0 self@—al<a,

1/2(N +1
1 se|lf—al|>a. @ <1/2N+1)

L(0,a) = g
Qualquer fungio de decisdo pura, (x), pode assumir quando muito N + 1 valores
diferentes porquanto, X = {0, 1,2, ..., N}. Portanto, para tal J,

sup, R(0,6) =1 para 061

Por outro lado, o estimador independente de X, §, = Z, onde Z é uma variavel
aleatoria com distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1), tem funcio risco,

R6,8)=1-P(Z-0| L),

€,
supgR(0,8) =1—a < 1.

Nenhuma funcédo de decisdo pura é minimax pois, ), para todos os efeitos um
estimador casualizado, verifica, sup, R(6, §,) < sup, R(6, §) — Lehmann (1983). [J

4.6 Complementos sobre admissibilidade

A Admissibilidade das funcdes de decisdo é estabelecida — veja-se (4.1) e (4.2) —
com base no conceito de func¢io risco. Como semelhante conceito é de natureza
pre-experimental, pde-se a questdo de investigar se ndo ha qualquer conflito entre
a admissibilidade ou inadmissibilidade e a posi¢do bayesiana.

Em relacdo as funcoes de decisdo que sdo Bayes contra distribuicdes a priori
proprias parece ndo haver qualquer incompatibilidade pois, como ja se afirmou,
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tais funcdes sdo virtualmente admissiveis e, seguramente, as fungdes de deciséo
admissiveis sdo Bayes.

O confronto agudiza-se, porém, quando passam a considerar-se funcdes de
decisdo Bayes generalizadas, pois como também ja foi assinalado, se a funcéo risco,
R(h, ), é infinita, podem as mesmas ser inadmissiveis [veja-se Ex. 4.6].

Para aprofundar a questdo convém pensar que uma distribui¢fo a priori impro-
pria, seja h(0), representa, em principio, uma aproximacao de uma verdadeira dis-
tribuicdo a priori, seja hy(0). O que importa entdo saber é o seguinte: se a fungao
de decisdo Bayes generalizada, seja §,, é dominada estritamente por uma funcéo de
decisdo, seja §’, e, portanto, inadmissivel, pode, numa 6ptica bayesiana, considerar-
-se &, «melhor» do que §”?

Uma sugestao 6bvia é comparar os riscos a posteriori, com hy(6 | x) correspon-
dente a h(6),

() = J L[0, 5,(x)1hy(0 | x) do,
(€]

r3(8) = J L[6, 5" (x)]hy(0] x) db.
)
Naturalmente, se,
r(8") <r2(8,) paratodo o x, (4.26)

a preferéncia deve recair em §’. No entanto o que é de esperar que se verifique
é ter-se a desigualdade (4.26) para uns valores de x e a desigualdade contraria
para outros valores de x. Em qualquer caso, como se desconhece hy(6), o dilema
mantém-se,

Se 8’ domina estritamente &,, suponha-se que,

R(6,6") < R(0, ),

sobre um subconjunto de valores de ©, seja @', a que hy(0) atribui probabilidade
positiva. Consequentemente,

R(ho, &) < R(ho:3y)
e, por (3.25),
jr,?(a')fo(x) dx < j () fy () d,

com,

folx) = J@ F(x|0)h,(0) db.
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Assim, como se verifica «em média» uma relacéo do tipo de (4.26), pode orientar-se
apreferéncia para ¢’ ao mesmo tempo que se obtém de certo modo uma justificacdo
bayesiana para o conceito de admissibilidade.

Hill (1974) reformulou a justificagido bayesiana da admissibilidade em termos
de coeréncia.

Pedro e Paulo entram num jogo em que cada um se apresenta com uma fun-
cdo de decisdo, §; e ,, respectivamente. Seguidamente, Paulo escolhe a sua von-
tade uma distribuicéo a priori, seja h(#), procedendo-se imediatamente a escolha
casual de um valor de 6, seja 0,, de acordo com essa distribuicéo, e a escolha casual
de um valor da variavel aleatéria, X, de acordo com a distribuicdo experimen-
tal, f(x|0,). O processo é repetido n vezes dando lugar a n pares independentes,
(61, x1), (6, x3), ..., (6,, x,,). ApOs a selecgao de cada par, (6,x),i = 1,2,...,n,

« Pedro paga a Paulo L[6, §,(x)],
« Paulo paga a Pedro L[6;, 5,(x;)].

Se,
lim P L6, 8,()] - LI6. 8,(x)]} > 0] =1, (4.27)

i=1
onde a probabilidade indicada é calculada com a distribuicdo conjunta dos n pares
[= IIf(x;|6)h(6)], qualquer que seja a distribuicdo a priori escolhida por Paulo,
considera-se que este é incoerente ao optar por &,.

Se a funcao risco é limitada, pode mostrar-se que a condicdo necessaria e sufi-
ciente para se verificar (4.27) é ter-se, R(0,8,) < R(0,4,), para todo o 0 € ©. Esta
proposi¢do mostra que o conceito de incoeréncia de Hill é simplesmente uma con-
dicdo ligeiramente mais forte que a inadmissibilidade.

O tratamento do problema da admissibilidade, para além dos resultados sim-
ples apresentados, exige conhecimentos de matematica acima do nivel pressuposto
naredac¢do do presente texto. Assim, pouco mais se pode fazer do que citar a carac-
terizacdo da admissibilidade feita por Stein através de uma condicéo suficiente e as
condicoes necessarias e suficientes de admissibilidade estabelecidas pelo mesmo
autor e generalizadas por LeCam. Sobre o assunto, e para obter mais referéncias,
podem consultar-se Zacks (1971) e Berger (1985). O segundo autor enuncia as
condicOes necessarias e suficientes de forma simplificada e indica algumas con-
sequéncias das mesmas.






CAPITULO 5

INVARIANCIA

5.1 Conceito de invariancia

A determinacio de funcdes de decisdo 6ptimas a luz do critério minimax e do cri-
tério Bayes foi oportunamente abordada. Muitas vezes, porém, néo existe 6ptimo
ou a optimizacéo é dificil de levar a bom termo. A constatagio deste facto conduz
a outra via de ataque ao problema da deciséo, aliis ja mencionada, que consiste
em restringir a escolha a procedimentos ou subclasses de fun¢des de deciséo pos-
suindo certas caracteristicas de simetria.

Se um problema de decisdo é simétrico ou invariante para determinadas ope-
ragOes, parece razoavel recorrer preferentemente a regras ou funcdes de decisio
que sejam simétricas ou invariantes para as mesmas operacoes.

Para introduzir o conceito de invariincia o melhor a fazer é analisar os dois
exemplos seguintes [Berger (1980)]:

Exemplo 5.1 — O tempo de vida de uma dada componente electronica, X, tem
funcéo de densidade,

f(x|0) =(1/6) exp{—x/6}, x >0, 6 > 0.
Pretende estimar-se 6 a partir da observacio de X, com funcéo perca,
L6, a) = [1 - (a/O)]*

suponha-se que X é medido em segundos e que é proposta uma funcdo de deci-

530, 6(x).

229
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Considere-se o problema de decisdo que se pde quando o tempo de vida
é medido em minutos e ndo em segundos. A variavel observada vem entdo,
Y = X/60; definindo, n = 0/60, a fun¢ao de densidade de Y vem dada por,

fln) =Q/n)exp{-y/n} y >0, n>0.

Se uma ac¢ao no novo problema, seja a’, é também expressa em minutos, a’ = a/60,
é claro que,

160 =1~ @/O)F = [1- gfzg]

=[1-(a /] =Ly, a).

Assim, a estrutura formal do problema em termos de minutos [a classe de densi-
dades, o espaco do pardmetro, a funcéo perca] é exactamente idéntica a estrutura
formal do problema em termos de segundos. Logo parece natural usar a mesma
func¢io de decisdo nas duas formulagdes; designando por §’(y) a funcdo de decisdo
proposta no problema transformado, isso quer dizer que,

5'(y) = 8(y) = 5(x/60). (5.1)

Segundo outra éptica parece natural exigir que seja tomada a mesma decisdo inde-
pendentemente da unidade escolhida para medir o tempo; isso quer dizer que,

5'(y) = 8(x)/60. (5.2)

Combinando (5.1) e (5.2) obtém-se a relacéo,
d(x) = 606"(y) = 605(y) = 605(x/60). (5.3)

O raciocinio anterior pode seguir-se para qualquer transformacdo da forma,
Y =X, ¢ > 0. Consequentemente,

85(x) = ¢ 18(cx), ¢ > 0, (5.4)

ou, fazendo ¢ = 1/x,
0(x) = x6(1). (5.5)

Em semelhante problema parece intuitivo que as func¢des de decisdo coerentes com
a analise feita sdo apenas as do tipo §(x) = kx, k > 0; tais funcdes de decisdo
dizem-se invariantes e o principio de invaridncia recomenda que somente devem
usar-se as mesmas. [
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Exemplo 5.1 — Continuagdo. Suponha-se que consideragdes teéricas implicam ser
6 > 120 segundos, caso em que o espago do parametro é © = (120, ). Se o tempo é
medido em minutos o espago do pardmetro, 5, ¢ H = (2, o). A estrutura formal do
problema original e do transformado deixam de ser idénticas e ndo ha motivo para
recomendar (5.1); pode continuar a aceitar-se (5.2), relacdo que por si s6 pouco
permite avangar. []

Os argumentos apresentados intuitivamente no Ex. 5.1 traduzem, de facto, dois
importantes principios:

Principio de invariancia: se dois problemas de decisio possuem a mesma estru-
tura formal [em termos de X, ©, f(x|0) e L], entdo deve usar-se a mesma fun¢ao
de decisao nos dois. A relacéo (5.1) decorre deste principio.

Principio de invaridncia racional: em qualquer problema de decisdo as ac¢des
nio devem estar na dependéncia das unidades de medida ou de quaisquer factores
arbitrariamente fixados. A relacdo (5.2) decorre deste principio.

O segundo principio é pacifico. O primeiro principio tem um aspecto bastante
controverso: a nao inclusédo da distribuigao a priori — juntamente com X, ®, f e L —
na lista dos elementos do problema de decisdo em termos dos quais se caracteriza a
invaridncia. Quer dizer, pode aduzir-se que a aplicagéo do principio de invaridncia
s6 é sensata quando a distribui¢éo a priori for também invariante; na maioria dos
casos praticos nio se atende a tal recomendacéo.

No caso do Ex. 5.1, a preocupagio com a invariancia da distribuicdo a priori,
obrigaria a sustentar: 1.°) h’() = h(), tal como em (5.1); 2.°) h’(n) = (1/c)h(n/c),
face a transformacéo, 1 = cf. Considerando as duas relacdes em conjunto, a distri-
buicdo a priori invariante é da forma,

h() o 1/6,

ou seja, dado que 0 é um parametro de escala, da forma néo informativa [e impro-
pria — veja-se (1.41)].

O estudo de outros problemas e transformacdes parece sugerir que o principio
de invariancia s6 é <adequado> quando nio existe informagao a priori!, isto é, que
0 recurso a invariancia corresponde a analise bayesiana com uma distribuigio a
priori ndo informativa.

Sobre a questdo é util citar Berger (1980): «If invariance is equivalent to the
use of noninformative priors, a natural question is — why should we bother with
...invariance? There are three basic reasons. First, people who don’t like to talk about
noninformative priors are welcome to do the same thing using invariance. Second, it
is not strictly true that the two approaches always correspond, although when they

! Distribui¢des a priori proprias invariantes raramente existem.
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don’t, invariance is probably suspect. Third, and most importantly ... invariance
suggests one particular noninformative prior for use, namely that which is called the
right invariant Haar measure on the group of transformations»®.

5.2 Grupos de transformacgoes. Problemas invariantes

Em termos matematicos a invaridncia exprime-se geralmente em relacéo a grupos
de transformacdes.

Seja Y um conjunto arbitrario e considere-se uma familia, G = {g}, de transfor-
macdes ou aplicacdes bijectivas (correspondéncias biunivocas),

g:Y-Y

Para qualquer y € Y o transformado de y por g € G representa-se por g(y) ou
simplesmente por gy. Por definigao, g(Y) = Y.

O produto de duas transformacdes ou aplicacdo composta define-se do modo
habitual: com g, g’ € G, o produto designa-se por go g’, e,

(g°8&)(y) = g(g’(y)) paracaday € Y. (5.6)

Dado g € G a transformacio inversa designa-se por g~'; a transformacéo idéntica
ou identidade designa-se por e e define-se por,

e(y) = yparacada y € Y. (5.7)

Tem-se,
ecg=goe=gparatodoo g €G, (5.8)

e ainda, por definicdo de inversa,
gogl=glog=eparatodoo geG. (5.9)

A familia G constitui um grupo de transformacées quando:

{GT1} e € G;
{GT2} se g € G também g~! € G;
{GT3}segeG, g’ €eGentaogo g’ €G.

Considere-se a variavel ou vector aleatoério, X, e seja X o respectivo espaco de
resultados ou dominio. Em tudo o que se segue, G, representa um grupo de trans-
formagoes bijectivas, X — X. Para qualquer, g € G, designa-se por g(X) ou

2 As medidas Haar invariantes sio referidas na sec¢do 5.5.
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simplesmente por gX a variavel aleatéria que assume o valor g(x) quando X
assume o valor x [supde-se, portanto, que as transformacdes ou funcoes, g € G,
sd0 mensuraveis].

No caso presente, pelo menos inicialmente, é mais conveniente trabalhar com
a familia de distribuicdes de X na forma (1.2). A familia, ¥ = {P, : 6 € @},
de medidas de probabilidade sobre X, diz-se invariante em relag¢do ao grupo de
transformacdes, G, se para todo o g € G e para todo o 8 € O existe um tinico 8’ € ©
tal que,

X~P = gX~P.

Sendo 0’ unicamente determinado por g e por 6, escreve-se 8’ = g0, onde g é uma

aplicacdo, g : ® — O, induzida por g. Assim, G, grupo de transformacdes em X,
induz uma familia de aplica¢des em O, seja,

G={g=T(g) : g€Gh

Teorema 5.1 — Se a familia, ¥ = {P, : 0 € B}, é invariante em relacdo a G, entdo
G é um grupo de transformacdes.

Dem. Se X tem distribuicio Py, g(X) tem distribuicdo Pg e g'(g(X)) = (g g)(X)
tem distribui¢éo Py (gg) = Pz.pe- Da unicidade inerente ao conceito de invariancia
de F sai,

geE=g°8 &°8€G
e G é fechado em relacio ao produto de aplicacdes. Tomando, em particular,
g =g, vem,

@' =g".®" <G
eG éum grupo. 0

A aplicaciio, G — G, atras simbolicamente representada por g = I'(g), estabe-
lece um morfismo entre os sistemas algébricos, [G, <] e [G,¢]; porém, vai ver-se que
se trata de aplicagdo sobrejectiva mas nio, em regra, bijectiva; esta-se em presenca
de um homomorfismo e nio, em geral, de um isomorfismo.

Exemplo 5.2 — Suponha-se X = R e considere-se a familia de transformacoes,
G = {g : c € R}, onde g.(x) = x + c. Como facilmente se verifica, g ° g, =
8+ € G, & ''= gLy € G ee = g, € G. Trata-se, portanto, de um grupo de
transformacdes conhecido por grupo aditivo ou grupo localizacéo (em R). [J
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Exemplo 5.3 — Seja X = (0,c) e considere-se a familia de transformacoes,
G ={g, : ¢ > 0}, onde g.(x) = cx. Tem-se,
gcz ° gq (X) = gcz (gcl (X)) = gcz(clx) = 60X = gczcl (X),

donde, g, ° g = &,, € G. De modo analogo se mostra que g;' = g+ € Ge
e = g, € G. G é consequentemente um grupo [multiplicativo ou escala]. [

Exemplo 5.4 — Suponha-se X = Re que X ~ N(y, o%):
dPy(x) = (oV2m) ™" exp{—(x — p)*/20%} dx,

€,
©=1{0=(y,0%) : —c0< < +00, 0 < 0% < +o0}.

A familia de transformacdes,
G:{gaﬁ 0 <a<oo, —00< < +oo},
com,
ga,ﬂ(x) =ax+ ﬁ’

é um grupo.
Com efeito, tanto a transformacéo identidade, e = g; o, como a transformacéo
inversa,

g;}; = 81/a~p/a>
como o produto de transformacdes,
8o p © 8ap = Baraa p+p >

pertencem a G.

Por outro lado, a familia F ¢ invariante em relagéo a G: paratodoo g, 3 € Ge
para todo o 6 € O existe um tnico €’ € O tal que quando a distribuicdo de X é P,
a distribuicéo de g, s(X) é dada por Py, com,

0" = (ap+ p,a’c?);

isto é,
Ea,ﬁ(e) = Ea,ﬁ(y’ o?) = (ap + B, a*c?).

Pelo Teorema 5.1,
EZ{EQ,/; $0<a< oo, —00 < ff < oo},

é também um grupo, no caso presente imagem isomorfica de G. [J
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Exemplo 5.4 — Continuagdo. Tome-se = 0e o = . Vem,

dPy(x) = (0V2r) ™! exp{—x?/26%} dx,
©=1{0:0<0< oo}

Considerem-se as duas transformacoes, e(x) = x e g(x) = —x; G = {e, g}, forma
um grupo — note-se que g~' = g — em relacdo ao qual F é invariante. No entanto,
como a distribui¢io de X é idéntica a distribuicdo de —X, g(f) = O paratodoof € ©
e o grupo induzido, G = {&}, é composto apenas pela transformacao identidade e é
uma imagem homomoérfica de G. [

Como gX tem distribui¢do Pz quando X tem distribuicdo Py, para qualquer
conjunto Q mensuravel, Q C X,

Py(Q) = Pg(gQ), (5.10)

onde gQ é a imagem de Q por g (veja-se Fig. 5.1).

g =x
0 [y

Fig. 5.1

A relacéo (5.10) pode escrever-se,

Py(X € Q) = Pyp(X € gQ). (5.11)

Substituindo, Q por g7'Q e, consequentemente, gQ por Q, obtém-se a relacio
equivalente,

Py(g7'Q) = Pg(Q), (5.12)

ou,
Py(X € g7'Q) = Pp(X € Q), (5.13)
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ou ainda,
Py(gX € Q) = Pyp(X €Q), (5.14)

onde o indice 8 na medida de probabilidade do primeiro membro se refere a distri-
buigdo de X e ndo a de gX.

Se (x) é funcdo mensuravel, ¥(gX) e ¥(X) sdo variaveis aleatorias e, em con-
sequéncia de (5.14),

Egfy (XD} = Egoly (XD}, (5.15)

relacdo de que adiante se faz largo emprego e onde se indica em indice a expressio
do parametro em relacéo a qual se calcula o valor esperado das funcdes de X.

Exemplo 5.5 — No quadro do Ex. 5.4 seja Q = (—00,%,), —0 < X, < 400. Como
ilustracdo de (5.11), vem,

P(,u,crz)[X € (_OO: xO)] = P(ap+ﬁ, zxzaz)[X € (_00: axy + ﬁ)] = ‘D[(xo - ,u)/a],
exemplificando (5.13),

-8

(04

Py | X € (<00, 22 )| = Py X € (03001 = ¥l = au — )/l

exemplificando (5.14),

PyonlaX + B € (=00, %0)] = Payr g aor| X € (=00, X0)] = ®[(x) — apt = f)/ac].

Seja 1/(x) = x*; exemplificando (5.15), tem-se,

E('U)O.Z){(GKX + ﬁ)z} = E(a‘quﬁ’azUZ){Xz} =a’c® + (0([1 + ﬁ)Z
0

Um problema de decisdo, caracterizado pelo espaco de acgdes, A, pelo espago
de estados, ©, e pela funcéo perca, L(6, a), em que a experiéncia consiste na observa-
¢éo da variavel aleatdria, X, com espaco de resultados, X, e distribuicio na familia,
F ={Py : 0 € ©}, diz-se invariante em relagéo ao grupo de transformacdes, G, se:

{11} F ¢ invariante em relacéo a G;
{I2} L(6, a) é invariante em relacio a G, isto é, paratodoo g € Getodooa € A,
existe um uinico a’ € A tal que,

L(0,a) = L(gb,a’) para 6 € ©,

onde g ¢ a transformacéao induzida por g.
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A acgdo, a’ € A, unicamente determinada por g e por a, designa-se por g(a) ou
simplesmente por ga. A condi¢io {I2} pode entdo tomar a forma alternativa,

L(0,a) = L(gb, ga) paratodo o0 € ® etodo o g € G.

Note-se que o requisito de a’ ser unico néo é de modo nenhum restritivo, pois se
para a”’ € A, L(gh,a’) = L(gh,a”), para todo o 6 € O, tem-se L(0,a’) = L(0,a”")
para todo o 8 € © e a” pode eliminar-se de A.

Teorema 5.2 — Se um problema de decisao é invariante em relacdo ao grupo de
transformacoes, G, entdo, G = {g = A(g) : g € G}, é um grupo de transformacoes.

Dem. E muito semelhante a do teorema anterior. Note-se,
L(0,a) = L(g0, ga) = L[g'(g0), &'(ga)] = LI(g" > )0,(’ ~ &)al,

donde,
L(0,a) = L[(g" > £)0,(&" > §al,

e pela unicidade,

gog=g°g8°8¢G (5.16)
o resto da demonstracéo é imediato [Ferguson (1967)]. 0d

Exemplo 5.6 — Suponha-se L = Re X ~ N(6,1). Assim,
dPy(x) = (V2m) ' exp{—(x — 0)?/2}dx.

O problema ¢ a estimacéo de 6, A = © = R; seja, L(0,a) = (0 — a)® e considere-se
o grupo de transformacdes,

G={g : —c0o<c<+oo},gx=x+c.

A distribuicéo de g, X = X + ¢ é ainda Normal com média 0 + c e varidncia igual a
um. Portanto, F é invariante em relacdo a G e,

G={g, + —0<c<+oo}gh=0+c

Além disso, a relagéo,
L(6,a) = L(g 0, 8.a),

¢ verificada para todo 0 6 € © e todo o g. € G, logo paratodoo g, € G, desde que
g.a = a+ c. Em concluséo, o problema de decisio é invariante em relagdo a G.
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Exemplo 5.7 — A variavel aleatéria, X, tem distribui¢io Binomial,

fxl1o)=(Y)era-v,
num problema de estimacio de 0 — A = © = (0, 1) — com funcéo perca, L(0,a) =

W (6 — a), funcéo par de 6 — a.
Seja o grupo de transformacdes,

G={eglondegx=N-x,g"'=g;
a distribuigdo de gX é,
Py(gX =x) = (W, )N 1 -0) = f(x|1-0).

Portanto, F = {f(x|0) : 6 € (0,1)}, é invariante em relag¢do a G, tendo-se,
g0 =1-0.Com, ga=1-a,

W(g0 — ga) =W(0 - a),
e conclui-se que o problema é invariante em relacdo a G. [J

Exemplo 5.8 — Com X ~ N(6, 0?), 0 e 0% desconhecidos, pretende ensaiar-se a
hipotese Hy: 8 £ 0 contra a alternativa H;: 8 > 0, com funcio perca «0—-1». Tem-
-se, A = {ay, a,}, onde g; designa a aceitacio de H; (i = 0,1). Considere-se o grupo
de transformagdes, G = {g. : ¢ > 0}, g.x = cx; como facilmente se deduz, a
distribuicdo de g, X é a N(cf,c?0?) o que mostra ser F invariante em relacio a G
com g,(0,0%) = (cf,c*c?). Por outro lado, se # < 0 também cf < 0 ese § > 0
também cf > 0, isto é, designando ®), = {§ : 0 < 0}, e®, = {6 : 0 > 0},
tem-se g.(0)) = 0, e g.(0,) = ©,. Consequentemente, definindo, como bem se
compreende, g.(a;) = é(a;) = a;, i = 0,1, o problema é invariante em relacio a G.
Repare-se que G = {&}, isto é, contém apenas a transformacio identidade, facto
que é muito corrente nos problemas de ensaio de hipoteses. [

Exemplo 5.8 — Continuagdo. Se o grupo de transformacoes for,
G=1{g :c<0}, gx=cx,
o problema continua a ser invariante com,
2.(0,6%) = (b, c*c?),

e’
g(a) =a,;.

A troca das accdes é de certo logica, porquanto, agora, g.(0,) = ©,, g,(0,) = O,.
O
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5.3 Funcgoes de decisao invariantes®

Dado um problema de decisdo invariante em relacdo ao grupo de transformacoes,
G, uma funcdo de decisdo pura diz-se invariante em relacdo a G, se, com § € D,
se tem,

5(gx) = §6(x), (5.17)

para todo o x € X e para todo o g € G. Na Fig. 5.2 esquematiza-se o compor-
tamento de uma funcéo de decisdo invariante. O conceito resulta das seguintes
consideracdes: a invariancia traduz-se pela equivaléncia da estrutura formal dos
problemas em que se observa X ou se observa gX; sejam, e 6’ as fung¢des de
decisdo aplicadas, respectivamente, em cada caso; tomando Y = gX, para simpli-
ficar, pelo principio de invariancia deve ter-se, 5(y) = 8’(y); pelo principio de
invariancia racional deve ter-se §’(y) = g8(x); da combinacéo sai (5.17).

6: XL - A
x

Fig. 5.2

Uma funcéo de decisdo mista, §* € D*, diz-se invariante em relacdo a G quando
resulta da mistura de funcdes de decisdo puras invariantes.

Uma fungéo de decisio aleatéria, ¢(a| x), ¢ € ®, é invariante em relacdo a G se,
paratodoox € X etodoo g €G,

$(a|gx) = gp(a|x). (5.18)

onde g¢ deve entender-se como a distribuicdo de §Z quando Z tem distribuicéo ¢,
sendo Z uma variavel aleatéria assumindo valores em A.

% Alguns autores preferem a designacio de «equivariantes» reservando, com mais propriedade, a
de «invariantes» para as fun¢des que satisfazem a condi¢io [1] da secgdo 5.4.
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Para melhor compreender a definicdo acima, considere-se um subconjunto
(mensuravel) Ay, do espaco de accdes A, A, C A; quando se emprega a fun-
cdo de decisdo aleatdria invariante definida por (5.18), seja ¢, tem-se, mantendo
a mesma fixa,

P(Z € Ay| gx) = P(8Z € Ay| x),

ou,
P(Z € Ayl gx) = P(Z € 51 Ay | x), (5.18)

ou ainda, tomando A, = gA;,
P(Z € gA | gx) = P(Z € A | x), (5.18”)

onde se reconhecem expressdes do tipo (5.11), (5.13) e (5.14) [a parametrizagdo da
distribuicéo, ¢(a|x), é aqui feita em termos de x € X; como sempre, Z, é uma
variavel aleatdria com distribuicédo ¢ e assumindo valores em A]; veja-se Fig. 5.2-a.

X A

&A= A

X @& — —\— — - — - — - — — — — - "’QFAozéAl

Fig. 5.2-a

Para introduzir o importante conceito de 6rbita?, importa instituir, em X, a
relagdo de equivaléncia — simbolicamente = — definida do modo seguinte,

« com x,x" € X, x’ = x, se e somente se existe g € G, tal que x” = gx.

A classe de equivaléncia de x,

Clx)={x"€eX : x’ =x},

* Vio definir-se 6rbitas no espaco de resultados, érbitas no espago do parametro e 6rbitas no espaco
de accdes. As mais importantes sédo sem duvida as definidas no espago do pardmetro.
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designa-se por orbita de x relativamente a G. Por outras palavras, a 6rbita de x
é o conjunto de todos os transformados de x por meio de g quando g percorre o
grupo G. A particdo de X que tem as orbitas por elementos é induzida por G.

De modo absolutamente analogo se introduzem orbitas e parti¢oes em © indu-
zidas por G e em A induzidas por G.

Teorema 5.3 — Se um problema de decisdo é invariante em relacdo a G, toda a fun-
¢do de decisdo pura, € D, invariante em relacdo a G, tem funcéo risco constante
em cada Orbita de ©.

Dem. Seja 6 € D invariante em relacio a G; tem-se, sucessivamente’,

R(0,8) = Ep{L[0,5(X)]}
= Ep{L[ g0, §6(X)]} (invariancia da fun¢io perca)
= Ep{L[g0,5(gX)]} (invariancia de &)
= Eg {80,5(X)} (invariancia de F — (5.15))
e, finalmente,
R(6,6) = R(g0.6),
para todo 0 g € G. 0

Teorema 5.4 — Se um problema de decisdo é invariante em relacdo a G, toda a
funcdo de decisdo mista, §* € D*, invariante em relacdo a G, tem funcéo risco
constante em cada Orbita de ©.

Dem. Consequéncia imediata do teorema anterior e da definicdo de invaridncia
para as funcdes de decisdo mistas. [

Com ¢ € @ e g € G, defina-se ¢, € & do modo seguinte,

polalx) = g '¢(al gx), (5.19)

onde, g7!(a|gx), representa a distribuicio de §7'Z quando Z tem distribuicio
¢(a| gx), com Z variavel aleatoria assumindo valores em A. Desta defini¢ao resulta
que ¢ é invariante se e somente se, #(a| x) = ¢,(a|x) paratodo o g € G. Com efeito,
de (5.19) tem-se,

g6(alx) = gp,(al %) = gla] gx),

como em (5.18).

> Repare-se que E,{{/(X,-)}, designa o valor esperado da expressio em X relativamente & distribui-
¢do Py:

(X, )} = j W(x, ) dPy ().
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Teorema 5.5 — Se um problema de decisdo é invariante em relacdo a G, tem-se
paratodoo ¢ € Detodoo g €G,

R(0.4,) = R(g0, ). (5.20)

Dem. Por definicio, R(6, $y) = Eg{L(0, $,)}, onde, por (3.12), L(0, $,) = E{L(0, Z)},
com Z variavel aleatoria assumindo valores em A com distribui¢éo ¢,. A invarian-
cia da funcéo perca implica, L(6, ¢) = L(g0, g¢); portanto, por (5.19),

L[6,¢(al )] = LI8, §'¢(a] g)]
= L[g0. §(a| )]

Em consequéncia,

R(0.¢,) = E,{L[g0.$(a| gX)1}
= Eg{L[g0, $(a| XD},

sendo a segunda relago justificada pela invariancia de F — veja-se (5.15).
Finalmente,

R0, 4,) = R(g0,9).

como pretendia demonstrar-se. 0

Teorema 5.6 — Se um problema de decisdo é invariante em relacio a G, e p € d é
invariante em relacéo a G, entdo a funcéo risco é constante em cada 6rbita de ©.

Dem. Consequéncia imediata do teorema anterior e de ser ¢ = ¢, para todo o
g € G quando ¢ ¢ invariante. ([

Um grupo de transformacdes, E, em O, diz-se transitivo quando ® consiste
numa unica 6rbita, isto é, quando quaisquer que sejam 6, 6" € ©, existe sempre um
g € G, tal que 8’ = go.

Os Teoremas 5.3, 5.4 e 5.6 ganham especial importancia quando G é um grupo
transitivo, porquanto havendo uma tnica 6rbita as fungdes de decisdo invarian-
tes possuem risco constante sobre ©. Assim, aquela que tiver risco minimo é a
melhor funcdo de decisdo invariante ou funcéo de decisio IRM (invariante com
risco minimo). Quando G nio é transitivo, funcio de decisdo invariante 6ptima, é
funcdo de decisdo invariante com risco uniformemente minimo ou IRUM. Como
ndo podia deixar de ser no presente texto contempla-se sobretudo o primeiro caso
[para maior generalidade veja-se Lehmann (1983)].

Apresentam-se seguidamente alguns exemplos para ilustrar a doutrina que
tem vindo a ser exposta. A determinacgao de funcdes de decisao invariantes opti-
mas é retomada de forma mais extensa nos dois capitulos seguintes.
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Exemplo 5.9 — Retomando o Ex. 5.7, onde,

gx =N —x,
g0 =1-0,
ga=1-a,

conclui-se, por (5.17), que qualquer funcéo de decisdo pura invariante deve satisfazer,
O(N —x)=1-6(x).

Por outro lado repare-se que as 6rbitas em © siao formadas pelos pares de pontos,
{6,1 -0}, para0 £ 0 < 1/2 e pelo ponto 6 = 1/2.

A propriedade da invaridncia ndo tem no caso da Binomial consequéncias de
interesse. Como se refere na sec¢io 5.7, a classe das funcdes de decisdo invariantes
é demasiado ampla. [

Exemplo 5.10 — O presente exemplo e o seguinte envolvem casos em que o grupo
de transformacoes em O, 5, nao ¢ transitivo. O seu interesse reside sobretudo na
ilustracdo que fazem das drbitas instituidas no espaco de resultados e no espaco
do parametro.

Considere-se, com i = 1,2,..., N, X; LLD., X; ~ N(y, 0?),

F(x160) = (032m) ™ exp{—3(x — p)?/20%,
O =1{0 = (u,0%),—00 <y < +00,0 > 0}.
O problema consiste na estimagio de g — A = R — com fungéo perca,
L(6.a) =W(lp —al/o),

onde W é qualquer funcéo crescente com |y — a|.
Seja G, o grupo de transformacdes com elementos, g,, « € R, & # 0,

_ N.
gx=ax, Xx€RY;
G, deixa o problema invariante, sendo,

5,0 = (au, a’c?), g,a=aa.
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Na Fig. 5.3 indica-se a configuracéo das 6rbitas em & (supondo N = 2) e em O,

X o?

, c6)
@) c®)

\ C(x)

\

A
x e 0"

\
\ X 0
\
\
\
X H
\
\
\
\
Fig. 5.3

Uma fungio de decisdo, § € D, para ser invariante em relacdo a G; deve satisfazer,
5(8'0,)() = ga5(x) — §(ax) = ad(x).

E facil de ver que R(0,5) = R(g,0,5) para todo 0 8 € © e todo 0 g, € G,. Com
efeito,

R(g,0.6) = Eg oiW[lap — 6X) /| alo]},
donde, por (5.15),
R(g,0.0) = Eg{W[|ap — 6(g,X)|/|a| 0]
= Ep{Wllap — ad(X)| /| a| o]
= R(0,9).

O

Exemplo 5.10 — Continuagdo. Considere-se o grupo de transformacdes, G,, com
elementos gg, f € R,

gpX = x+p1, x¢€ RY, 1=(1,1,...,1);
G, deixa o problema invariante, com,
g0 =(u+ B,c?), gga=a+p.

Na Fig. 5.4 indica-se a configuracio das orbitas em X e ©.
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Fig. 5.4

Uma fungio de decisdo, § € D, para ser invariante em relacdo a G, deve verificar,
5(gpx) = gpd(x) — S(x + 1) = 8(x) + p.
Tem-se, R(0,5) = R(Eﬂ 0, ) para todo o0 0 € © e todo o Eﬁ € 52, pois,

R(850,0) = EgoiWllpu+ = 6(X)[ /ol}
= EgiWllp+ - 5(gsX) /0l

ou ainda,

R(g;0,6) = EgiWlp+ f = 6(X) = Bl /ol}
= EpiW[| p = 6(X)[ /ol} = R(6.9).

O

Exemplo 5.11 — No quadro do Ex. 5.1 considere-se o grupo de transformacées, G,
com elementos g.x = cx, ¢ > 0. Como é imediato, Y = g.X = cX, tem funcéo de
densidade,

¢ f(y/cl0) = (cO)~" exp{—y/c}
= f(y|co).

Consequentemente, g.0 = cfl é a transformacdo induzida em ©, e a classe F das
funcdes de densidade exponenciais é invariante em relagéo a G.
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Facilmente se conclui também que g.a = ca, porquanto,

1(6,a) = [1 - (a/0)]% = [1 - %a]
g.0

c

= L(g., g.a);

segue-se, enfim, que o problema de decisio é invariante em relacdo a G.
As funcdes de decisdo invariantes devem verificar,

d(g.x) = g.6(x),
isto é, devem ser do tipo,
0(x) = kx,

como alias ja se havia concluido [veja-se (5.4) e (5.5)].

O grupo de transformacdes em O, G= {EC : ¢ > 0}, é transitivo, isto é, quais-
quer que sejam 6,0” € O, é sempre possivel encontrar um ¢ > 0 tal que 8’ = c0.
Assim, © consiste numa unica 6rbita; com §.(x) = kx, deve ser R(0, &) constante
sobre © para cada k > 0; com efeito,

R(0,8,) = Egf[1 - (kX/0)*}

= J'°° 071 — (kx/0)]* exp{—x/0} dx
0
=1- 2k + 2k

Designando por D; a classe das funcdes de decisao invariantes, seja D; = {§; :
6 (x) = kx,k > 0}, a melhor funcio de decisdo dentro da classe é a obtida com o
valor de k que minimiza 1 — 2k + 2k? , isto é, d1/2(x) = x/2 [Berger (1980)]. [

Exemplo 5.12 — Seja, X = (X;, X;), X; e X, variaveis aleatorias independentes com
distribui¢do de Poisson e médias 6, e 0, respectivamente. Tem-se,

0={0,,68,) :6, >0, 6,>0}
X ={(x,x):x=012,..., i=12}L
Suponha-se A = {0, 1} e,

1 se 6, <6, 1 se 6,>06,

L1®:.6,).0] :{ 0 se 6,26, L@ 8).11 = 0 se 6 =06,

Nestes termos, a ac¢do a = 0 é correcta quando 6, > 6, ea = 1 é correcta se 6, < 0,;
sdo ambas correctas se 0, = 0,.
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Tem-se que o grupo de transformacdes, G = {e, g}, onde,

8(xy, %) = (%3, x7),

deixa o problema invariante, com,

E(ngz) = (92,91), ga=1-a.

A fungéo de decisdo pura, é € D, é invariante se,

Slg(x, xp)] = g6[(x1, )],
isto &, se,

[0y, )] = 1= 8[(xy, x,)].
Para x; = x, vem 8[(x;,x;)] = 1/2 o que é impossivel por ser A = {0, 1}; ndo
existe funcdo de decisdo pura invariante nem, consequentemente, funcéo de deci-

sao mista invariante.
Defina-se a funcéo de decisdo aleatéria, ¢ € ¢, do modo seguinte:

Plo|Ce, )l =1, ¢[1](Cx,x)] =0 parax; > xp;
B0l Gl = 5. LGl = 5 parax; = x [A1]

Plo](x )] =0, P[1[(r, )] =1 parax; <x,.

Tem-se que ¢ é invariante uma vez que satisfaz (5.18). Note-se que a expressio
geral das funcdes de decisdo aleatorias invariantes é, tomando 0 £y < 1,

¢y[0 | e, )] =y, ¢y[1 |(x, )] =1—y parax; > x;
Bl =5 gllx)l=7  pwax=x;  [A2]
¢y[0 |CGexp)] =1—y, ¢y[1 | e, )] =y para x; < X;

a correspondente fungéo risco com 6 = (6,,6,),
YR, > X,) + % (X, = X)) + (1 - PP < X;) se 6, < 6,
R6,9,) =1 O se 0, =0,,
=PRI, > X0) + 2 Po(X, = X) 4 yPo(Xs < X)) se 6, >,
Dado que,

Po(X; > X,) < Py(X; < X;) paraf, <0,
Po(X; > X;) > Po(X; < X;) paraf, > 0,

verifica-se que ¢ definido por [A.1], isto é, saido de [A.2] fazendo y = 1, é a funcéo
de decisdo aleatdria invariante 6ptima [Ferguson (1967)]. O
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Exemplo 5.13 — Suponha-se que F é a familia das distribui¢des absolutamente con-
tinuas (com funcéo de densidade) em R. Trata-se de um problema nédo paramétrico
[Ferguson (1967)] em que F pode identificar-se com ©. Seja A = Ree,

2
L(F,a) = [F(a)—%] . FeF acA,

a funcéo perca. A experiéncia consiste em observar, X; L1D.,i = 1,2,..., N, com
funcdo de distribuicéo F, isto é, P(X; £ y) = F(y),i = 1,2,..., N; o problema, como
se verifica pela estrutura da func¢éo perca, é estimar a mediana da «verdadeira»
funcéo de distribuicéo.

O grupo de transformacdes G, com,

8y (xy, Xp, o, XN) = [V (), ¥ (), -, Y (en)],

onde ¢ é uma funcéo continua e crescente, aplicando R sobre R, deixa o problema
invariante, com,

g, F(») =Fly~'(y)].y €R,
&y(@)=y(a), acA

Se em vez de X = (X, X;, ..., Xy) se observa o vector das estatisticas de ordem,
Y = [ X1y, X(2), - » X ], com funcio de distribuicao,

Fy(xy, %y xy) = NU] | (),

x £ x, £ ... £ xy, ndo se alteram F e A e o problema continua a ser invariante
em relacdo a G.
A funcio de decisdo pura,

0i(x) = 8;(x1, X%, ..., XN) = Xy, (5.21)

corresponde a tomar na amostra, X, o valor que ocupa a ordem j-ésima quando os
x; se dispdem por ordem crescente; trata-se de uma funcio de decisdo invariante®
em relacdo a G, pois,

5j[¢(x1)’ P(x), - Y xn)] = lﬁ[x(j)] = ¢[5J(X)]-

O célculo da funcéo risco,

R(F,5) = E; {[F(X@) - %]2}

¢ De facto pode mostrar-se que (Sj(x), j = 1,2,...,N, sdo as Unicas func¢des de decisdo puras
invariantes.
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considerando a distribuicdo marginal de X;;), estatistica de ordem j,

dG(x)) = N! ' [F(xi)V 1 = F(xp) 1N 7dF (xg;)),

G- DN )

conduz a expressao,

N! - 2 . g
RE8) = =i Lo LEOE %] [PV 1 — FCxg) N dF (i),
Fazendo, z = F(x;),
N (Y g v
R(F,6) = G-DIN ) L (z 2) 2711 - 2)N7dz
2
—tove o o (- 2y A,

resultado obtido recorrendo as propriedades da fungio Beta.

Assim, &;(x) minimiza R(F, §;) quando j é o maior inteiro contido em (N +1)/2,
isto é, quando X() ¢ a mediana’ da amostra. Note-se a particularidade de a funcéo
risco ndo depender de F; note-se ainda que sendo as fung¢des de decisdo puras
invariantes da forma (5.21) a que acaba de referir-se é a funcéo de decisdo pura
invariante 6ptima. [

5.4 Funcao invariante maxima

O conceito de fun¢io invariante maxima que vai introduzir-se na presente seccéo
destina-se, como a maior parte da matéria estudada no capitulo 5, a servir de base
ao estudo a fazer nos dois capitulos seguintes. Como tera ocasido de verificar-se
o conceito de invariante maxima facilita o tratamento de problemas invariantes
quando a amostra nio se reduz a uma observagao.

Considere-se um espaco X [ndo necessariamente um espaco da amostra] e um
grupo G de transformacdes; a aplicacdo, T: X — R™, m = 1, diz-se funcéo inva-
riante maxima em relacdo a G quando verifica as duas condi¢des seguintes:

[1] invariancia:
T(gx) = T(x) paratodoo g € Getodoo x € X;

[2] maximalidade:

T(x;) = T(x,) implica x, = gx; para algum g € G.

7 Ou corresponde a uma possivel defini¢io de mediana.
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A condigéo [1] estabelece que T é constante sobre cada orbita de X; a condigao [2]
estabelece que T assume valores que diferem de orbita para 6rbita de X.

Uma funcéo que verifique [1] e ndo verifique [2] é invariante mas nio inva-
riante méixima, isto é, é constante sobre cada Orbita mas assume o mesmo valor
em mais do que uma orbita.

A distin¢do pode esclarecer-se recorrendo ao conceito de particéo, alids mais
fundamental do que o conceito de funcdo. Uma particdo de X, seja U, é inva-
riante se, para qualquer dos seus elementos, U € U, x € U implica gx € U. Uma
particdo é invariante maxima quando resulta da intersec¢do de todas as particdes
invariantes, quer dizer, quando é a mais fina das parti¢des invariantes. Uma funcao
¢ invariante maxima quando gera em X uma particdo invariante maxima; quando
T ¢é funcao invariante maxima, qualquer funcio biunivoca de T continua a ser
invariante maxima.

Quando X é espaco de resultados e se observa a variavel (escalar ou vector)
aleatoria, X, assumindo valores, x € X, T(X) diz-se estatistica invariante maxima
se a funcdo T satisfaz as condicoes [1] e [2].

Exemplo 5.14 — Suponha-se X = RV e G consistindo no grupo de translacées,
8, %0, s xy) = (5 + o, %+ ¢,y xy +€),  —00 < ¢ < +oo.

A funcio,

T(x) = (] — Xn> Xy — Xns ooy Xy_g — Xy), T € RNTL

é invariante maxima. Com efeito, verifica-se [1]:
T[g.(x)] = T(x),

isto é,

T(x 4+ ¢,% +¢ s xy +0) =T(xy, X, ..., XN );

e verifica-se [2]:
T(x) =T(&') implicax; —xy = x/ —x, i=1,2,...,N—1,

sendo, g.(x) = x quando se toma ¢ = xy — Xy
A funcio T néo é a Unica invariante maxima; outro exemplo é,

T (x) = (xl — Xy Xy — X350 s XN—1 T xN)-
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Exemplo 5.15 — Com X = RN e G consistindo no grupo de mudancas de escala,
gc(xl,X2,...,xN) = (CXI,CXZ,...,CXN), C>O>
tome-se,

0 sez=0

2 2 5
= E 2 T(x) =

z 5 T { (x1/2,%3/2,...,xx5/2) sez#0.

A funcéo T é invariante maxima:
[1] — T(cxy, cxy, oo cxpy) = T(xp, X, ..., XN );
[2] — se T(x) = T(x’), vem,
Tx)=TE)=0=x=x/=0,i=1,2,...,N;
Tx)=TE)#0=x/z=x"/z',i=12,...,N,
eg(x')=xcomc=1z/z". O

Exemplo 5.16 — Com X = RY e G o grupo de transformacdes,
8 p(X1s Xy o, xy) = (@ + Bxy, @ + By, oo + Bxy), —o0 <a < +oo, 0 < f< +oo,

defina-se,
N N
X=(1/N)Y x e s=@1/N)) (x-%%
i=1 i=1

E simples exercicio mostrar que a funcéo,

0 ses =0,
[Ge; =%)/s,(x, = %) /5, ..., (x5 —X)/s] ses#0,

¢é invariante maxima. [

T(x) = {

Os dois teoremas seguintes estio na base do emprego das funcdes invariantes
maximas:

Teorema 5.7 — Considere-se um espaco X e um grupo de transformacdes, G, em
relagdo ao qual T(x) é funcdo invariante maxima. A fungdo W(x) é invariante em
relacio a G se e somente se W é funcio de T(x).

Dem. Se W(x) = w[T(x)], sai,
W(gx) = w[T(gx)] = w[T(x)] = W(x),

e a condicio é suficiente.
Se W(x) é invariante, suponha-se T(x;) = T(x,); entdo, x, = gx; para algum
g€G,e,
W(x,) = W(gx) = W(xy),

o que implica ser W funcéo de T(x): a condigdo é necessaria. [
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Teorema 5.8 — Considere-se um problema de decisdo invariante em relagcdo a um
grupo de transformacoes, G. Seja 7(#) invariante maxima em © em relagdo ao
grupo induzido G. Entfo, se T(x) é funcdo invariante em relaciio a G, a distribuicdo
da estatistica, T(X), depende apenas de 7(0).

Dem. Para qualquer conjunto A (mensuravel), do dominio de T, tem-se,

PIT(X) € A] = B[T(gX) € A] (por (5.14))
= P|T(X) € A] (invariancia de T(x));

portanto, n(0) = Py[T(X) € A] é * funcdo invariante em ©. Pelo teorema anterior
[com X e G subsituidos por © e G] segue-se que n(0) é funcio de 7(0); como A é
arbitrario, a demonstracéo fica concluida. [l

5.5 Medidas Haar invariantes?®

A medida Haar invariante é definida em grupos topoldgicos localmente compac-
tos. Um grupo topoldgico é um grupo abstracto que é também espaco topologico
verificando-se ainda que a operacgéo do grupo é continua.

O estudo muito restrito que pode aqui fazer-se dirige-se apenas aos casos em
que o grupo topoldgico, seja Q, é subconjunto de um espaco euclideano, Q ¢ R¥
dotado da métrica habitual, com medida a Lebesgue positiva.

Ficando automaticamente garantido que Q é localmente compacto [todo o
ponto w € Q tem uma vizinhanga aberta cujo fecho é conjunto compacto, isto é,
no caso presente, conjunto limitado e fechado], convém enunciar o que se entende
por operacéo continua:

lim w, e, =wy e, e limw,'=w;’

n— oo n— oo

sempre que,

, _ . ;.
lim w, =w, e lim o, = .

n— oo n—oo

Comw € Qe E C Q, defina-se,

weE={we&: €k}
Eow={-w:E€E}

os conjuntos, w ° E e E o @ sdo designados por translacdo esquerda e translacio
direita de E por w.

8 A leitura desta secgdo néo é essencial para acompanhamento do texto.
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Exemplo 5.17 — Seja Q o grupo de transformacdes afins em R:
w=(,f)eQ = wiE)=a+ Pz, z€R,
com,
Q={w=(a,f) : —0<a<+00,0< f < 400},

e Q CR.
Como imediatamente se obtém,

wyew= (o, B)e(a, B)
= (oq + prat, B ).
wewy = (a, f) (e, pr)
= (a + pay, ppo).

(1,3) o E iEo(w)
3F- 3k-

(a) (b)

Fig. 5.5

Suponha-se
E={(a,p) : 1Sa<2, 1Sp<2}CQ,

e w = (1,3); vem,

(1,3)o E={(1+3,38) : 1<a<2 1<B<2)
={(a,f):4<a’ 7, 3S p S 6}

Ec(13) ={(@+f3p) : 1Sa<2 1S <2}
={(@.p) 383" - <6, 3 <6}

os conjuntos (1.3)o E e E< (1, 3) sdo indicados na Fig. 5.5, (a) e (b), respectivamente.

O
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Uma medida v definida nos conjuntos (borelianos) do grupo topolégico local-
mente compacto, Q, diz-se Haar invariante esquerda quando satisfaz as seguintes
condigdes:

{H1} — invariante em relacio as translagdes esquerda, isto é, para todo o E (bore-
liano) C Q e todo o w € Q,

V(w o E) = v(E);

{H2} — para qualquer conjunto compacto (no caso presente, limitado e fechado),
C C Q,v(C) < oo
{H3} — para qualquer conjunto aberto, O = @, O C Q, v(0) > 0.

Uma medida Haar invariante direita define-se com a obvia alteracdo de {H1}, isto
é, pedindo invariancia em relagéo as translacgdes direita.

Exemplo 5.18 — Quando Q = R e a operacdo do grupo é a adi¢do, encontrando-se
Q dotado da topologia habitual, tem-se que a medida Haar invariante corresponde
a medida a Lebesgue.

ComE={:a<¢é<blCcRew €R, tem-se

Eow ={w,+&:asf<h}
={f' tw+a<¥& < w +b}

sendo w; ° E = E o ;.
Designando, y, a medida a Lebesgue em R, sai,

H(E) = p(E e wy) = p(wy ° E) = b —a;

quer dizer, a medida a Lebesgue em R (ou R¥) é medida Haar invariante (esquerda
e direita)’. [J

Exemplo 5.19 — Com Q = (0, ), Q é um grupo em relagao a multiplicagao.
Com,0<a<b E={¢:a<&<b}cCQ, tome-se w, €Q;vem,

Ecw; ={w§ : a<§ < b}
={:wasf swobl=w-E

Se v é medida Haar invariante (esquerda e direita),

WE)=v(Eecw;))=v(w,°E), ECQ, w €

® T suficiente fazer a verificaciio para intervalos.
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verifica-se que v goza desta propriedade!® quando a respectiva densidade (genera-
lizada) em relacdo a medida a Lebesgue assume a forma, h(w) = 1/w [quer dizer,
a derivada de Radon-Nikodym, dv/dy = 1/w],

W(E) = L(l/aa) dy
= J' (1/w) dw;
E

com efeito,
V(E) = v(E ° w;) = v(w, ° E) = log(b/a).
O

Repare-se que nos dois exemplos anteriores a medida Haar invariante atribui
massa infinita a todo o espago: v(Q) = co. Néo é assim possivel proceder a uma
normalizacdo que a converta em medida de probabilidade; a medida Haar inva-
riante pode quando muito associar-se a distribuicdes improprias.

Quando Q é espaco compacto [propriedade que se verifica, por exemplo, quando
Q = [0, 1], mas néo se verifica quando Q = (—oco, +0) ou Q = (0, )], as medidas
Haar invariantes esquerda e direita podem converter-se em medidas de probabili-
dade porquanto v(Q) é finito.

Exemplo 5.20 — Com Q = [0, 1], Q é um grupo em rela¢io a adi¢do (médulo 1).
A medida Haar invariante (esquerda ou direita) corresponde a distribui¢do uni-
forme em [0,1]. Esta distribui¢do atribui a mesma probabilidade ao intervalo
[a,b] C [0,1] e, com w € [0, 1], aquele dos conjuntos seguintes,

[a+ w,b+ w],

[a+w, 1] N[0,b+w—1],
[a+w—-1,b+w—1],

que esteja contido no intervalo [0, 1] [Watcher (1983)]. [J

Para introduzir [no contexto restrito em que o grupo topolégico localmente
compacto, ©Q, é subconjunto de R] as densidades!® Haar invariantes [isto é, as
densidades em relacio a medida a Lebesgue das medidas Haar invariantes],
considerem-se, com ), fixo, w; € Q, as transformacoes,

W= W W, W= e W, WEQ,

e admita-se que existem as respectivas derivadas e, portanto, os Jacobianos [quase
por toda a parte em Q].

19 Densidades generalizadas, i.e., de distribui¢des improprias.
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Designe-se H;, (w) a matriz [k x k se Q C R¥], [0(w; * w)/dw]; o Jacobiano da
transformacio, w — w; ° w, escreve-se entao,

Jo, (@) = | Hg, (@) .
Analogamente,
H () = [9(w » ) /3], J§ (0) = | H (@) |,

para a transformacio, w — w ° w;.
Considerando {H1}, a densidade Haar invariante esquerda, seja h’(w), é defi-
nida pela relacgéo,

J h(w)do = J he(€) dé, (5.22)
E w;°E

para todo o E (boreliano) C Q e todo o w; € Q. Analogamente, a densidade Haar
invariante direita, seja h%(w), é definida por,

J h(w)dw = J hi(&) dé. (5.23)
E

Eow,

Pode mostrar-se que as densidades Haar invariantes esquerda e direita existem e
sdo Unicas a menos de uma constante multiplicativa [Halmos (1950)].

Para calcular h°(w), tome-se o integral do segundo membro de (5.22) e faca-se
a mudanca de variavel, & = @, ° w; vem,

| = | weo o @do
Comparando com o primeiro membro de (5.22) sai,
h*(w) = h(w; ° ) J;, (0);
fazendo w igual ao elemento identidade de Q, seja &,
h*(w,) = h*(€)/ J5, (&)
Dado que h°(€) é uma constante, repondo » no lugar de w,, tem-se finalmente,
h(w)=1/J5(8), w € Q, (5.24)

para densidade Haar invariante esquerda.
Analogamente,

h(w) =1/J4(8), w € Q, (5.25)

¢é a densidade Haar invariante direita.
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Exemplo 5.17 — Continuagdo. A transformacio, v — w; ° w, é, neste caso,

(a, B) = (o + By, 1 B),

donde,
¢ ol Pl = [/f) g]

com o Jacobiano,
](izl,ﬁl)[(a’ Al = ﬁlz

Como ](eal, ﬁl)[(O, 1)] = pZ, tem-se que a densidade Haar invariante esquerda é no
caso presente,

h(w) = h'(a, p) = 1/B°, (o, B) € Q.
Por outro lado,

ol = |} 5.

com o Jacobiano,

](Ci!lsﬁl)[(a’ B = pi.

Como ngl, ﬁl)[(O, 1)] = p,, tem-se que a densidade Haar invariante direita é,

h(w) =h(a, p) =1/, (a.p) Q.
Note-se que 4 e h? sdo densidades improprias e diferentes [Berger (1980)]. [J

A teoria das densidades Haar invariantes é importante no contexto das distri-
buicdes a priori ndo informativas. Para explorar essa ideia convém estudar mais
um exemplo.

Exemplo 5.21 — Seja X uma v. a. Normal com média y e desvio padrdo o. Tem-se
X =Re,
O ={(p,0) : —00 < p< 400, 0 < g < +00}.

O grupo de transformacgdes,
Gz{ga,ﬁ P —00 < @ < 400, 0 < ff < +oo},

com,
SupX =+ Bx,

induz em O o grupo de transformacdes,

G={g,p: —0<a<+00, 0< f< +o},
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com,
8o p(p0) = (a + Pp, fo).

O que interessa destacar neste exemplo é a correspondéncia biunivoca que existe
entre G e © [quer dizer, G e © sdo isomorfos]. [

Exemplo 5.21 — Continuagdo. Considere-se uma amostra casual de dimensdo N e
a estatistica suficiente minima para (u,0), T = (X, S). Seja, G, o grupo de transfor-
magdes em J = {(x,s) : —00 < x < 400, 0 < s < 400} (que estd no lugar de X)
com elementos,

8ap(x.5) = (o + fx, fs);

é facil de ver que neste caso, J, G, ©, G podem considerar-se o mesmo grupo, isto
é, sao isomorfos. [J

1) Admita-se que G e © sio isomorfos. Tratando-se do mesmo espaco, podem
designar-se as densidades Haar invariantes sobre © por h(0) e h%(0). Quer K¢,
quer A%, podem tomar-se como distribuicdes a priori (impréprias) nio informati-
vas. Para esclarecer este ponto convém fazer o confronto entre os Exs. 5.18 e 5.19
e as consideracdes [paginas 68 e 69] feitas para justificar (1.40) e (1.41); convém
ainda comparar o Ex. 5.17 (parte final) com o Ex. 1.27. De facto, h°(y,0) = 1/0?
e h%(y,0) = 1/0, correspondem as distribui¢des a priori nio informativas consi-
deradas por Jeffreys que acabou por optar pela densidade Haar invariante direita.
Mas qual é, entéo, a escolha correcta?

2) Para avancar um pouco na resposta a questio tem de admitir-se que X, G,
© e G sdo isomorfos. Consegue entdo provar-se [veja-se Berger (1980) para maior
desenvolvimento] que a melhor fun¢do de decisdo invariante e a funcéo de deci-
sio Bayes (generalizada) contra h? coincidem. Assim, pelo menos nos problemas
invariantes, a escolha da distribuicéo a priori ndo informativa deve recair na densi-
dade Haar invariante direita. Outra consequéncia notavel é a seguinte: numa vasta
classe de problemas invariantes pode ser muito mais mais facil determinar a fun-
céo de decisao Bayes (generalizada) do que determinar a melhor funcéo de deciséo
invariante, havendo portanto um caminho alternativo e mais acessivel para chegar
a esta [Berger (1980) indica referéncias para aprofundamento da matéria].

5.6 Funcodes de decisao invariantes minimax e admissiveis

A ideia de reduzir a classe D* com o proposito de facilitar a escolha leva a pesquisar
fungdes de decisdo que sejam 6ptimas ou, pelo menos notaveis, na subclasse das
invariantes. Recordam-se, a proposito, os Exs. 5.11, 5.12 e 5.13, embora as princi-
pais aplicacdes do conceito de invariancia sejam feitas nos proximos dois capitulos.
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Quando uma funcédo de decisdo goza de certas propriedades dentro da sub-
classe das invariantes, interessa naturalmente averiguar em que medida essas pro-
priedades se mantém na classe mais vasta composta pela totalidade das fungoes
de decisdo. Por exemplo, a melhor fung¢io de decisdo invariante, se existir, é com
certeza minimax dentro da classe das invariantes; mas, serd minimax dentro da
classe universal?

As condic¢bes em que as propriedades minimax e admissibilidade se conservam
sdo especialmente importantes. Infelizmente somente podem aqui estudar-se com
algum pormenor situacdes que envolvem invariancia em relagéo a grupos finitos,

G =1{g1, 8> &u}

Teorema 5.9 — Se um problema de decisdo é invariante em relacdo a um grupo
finito de transformacdes, G, entdo, se existir uma funcdo de decisio minimax,
existe uma funcio de deciséo invariante que é minimax. Se uma funcéo de decisdo
é minimax na classe invariante também é minimax na classe universal.

Dem. Consiste em mostrar que para todo o ¢ € ® existe uma funcéo de deciséo
invariante, ¢* € ®, tal que,

supy R(6, $") < sup, R(0, P).

Seja, G = {g1, & ---» &u}» 0 grupo finito e com qualquer, ¢ € ®, defina-se,

M
Pl = 2 D ¢ @l )
(5.26)

m=1
L i
=31 2 n'Hal &)
onde ¢, corresponde a (5.19).

Comeca por verificar-se que ¢* é invariante.

Sabe-se que, com qualquer g; € G, {g; ° g, &2 ° & ---» £y ° &}, € uma permutacio
de {gy, &, .-, gu}; logo, para todo o x,

M
§@lx) = 2 Y (@ o 807 al (g e ). (527)

Em termos de probabilidades no espaco de ac¢des o raciocinio é mais facil de acom-
panhar. Seja, A, (mensuravel) C A; tem-se que (5.22) é equivalente a relacio,

M

* 1 -
P (Z€A0|X): M Z P(ZegmA0|gmx):
m=1
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e que (5.27) é equivalente a,

M
P(Z €Al = 2 D PIZ € (@ Aol (g )]

m=1

= P*[Z € gA, | gix].

Atendendo a (5.18”") conclui-se que ¢* é invariante.
Por outro lado,

M
supy R(6, ¢*) = sup, (ﬁ) Z R(O, be )
m=1

ou seja,

M
. . 1 .
supg R(6, ¢*) < sup, i Z supy R(0, ¢, )
m=1

supy }AQ(EMG, ) [Teorema 5.5]

I
==
M=

m=1

supy R(0, )

1

Il
==
M=

m

= supy R, ),
como era preciso demonstrar. [l

A propriedade estabelecida pelo teorema anterior pode provar-se em condic¢des
mais gerais. Assim,

[a] Se G é grupo topoldgico compacto o Teorema 5.9 ainda é verdadeiro,
devendo substituir-se na expressao (5.26), (1/M) Y, por dv, onde v é a medida Haar
invariante.

[b] Se G é grupo topoldgico localmente compacto, mas ndo compacto, a medida
Haar invariante ndo pode associar-se a uma medida de probabilidade e a substitui-
¢do referida em [a] ndo pode fazer-se. Introduzindo condi¢des adicionais sobre
a natureza do grupo G, Hunt e Stein demonstraram que as funcdes de decisdo
invariantes minimax continuam a ser minimax na classe universal. O Teorema de
Hunt-Stein é aflorado no capitulo 7 (veja-se a sec¢do 7.8). No Teorema 6.8, que diz
respeito ao grupo de translacdes em R, mostra-se que a melhor fungéo de decisao
invariante é minimax desde que se introduzam condi¢des adicionais de outro tipo
[veja-se a sec¢do 6.3 e Ferguson (1967)].
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O exemplo seguinte devido a Stein mostra que o Teorema 5.9 néo se aplica a
grupos ndo compactos, isto é, que nem sempre uma funcdo de decisdo minimax
¢ invariante.

Exemplo 5.22 — Suponha-se que X e Y sdo independentes e possuem distribuigao
Normal k-dimensional: X ~ N.(0,X), Y ~ N.(0,AX), k > 2; tem-se,

© ={(A,¥) : A > 0e¥ matriz covariincia nio singular}.
O problema consiste na estimagao de A — portanto A = (0, 00) — com funcio perca,

0 se|A—alZA/2,

M@lhﬂzuA@:{1sﬂA—ﬂ>Aﬁ-

Considere-se o grupo G de transformacdes,

gs(x,y) = (Bx, By),

onde B é qualquer matriz k x k ndo singular, e gg ° g5, = g55,-
Mostra-se sem dificuldade que o problema é invariante em relacdo a G, sendo,

25(A %) = (A, BLB), g5(a) = a.

As fungdes de decisdo invariantes devem satisfazer a condicio,

8(Bx, By) = 8 gp(x, y)] = gsd(x,y) = 6(x,y), (5.28)
para todo o B, x e y. Fazendo,

x=¢;, =(1,0,...,0) ey =€, =(0,0,...,1),

e designando por b' e b¥ a primeira e tltima coluna de B, respectivamente, obtém-
-se de (5.28),
S(b1,b%) = &(ey, ep).

A tinica restri¢do em relacio a b! e b* é nio serem multiplos pois caso contrario B
era singular. Conclui-se, portanto, que §(x,y) = C (constante) com probabilidade
um. A funcio risco de tal funcdo de decisdo assume a forma,

0 se|A-C|ZA/2,

R[(A, %), 6] ={ 1 se|A—C|>A/2,

e, assim,

sups y) RI(A, ), 6] = 1.
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Qualquer funcéo de decisdo invariante tem risco minimax igual a 1 [§(x,y) = C
é funcéo de decisdo pura invariante mas pode verificar-se que a casualiza¢do nio
altera o supremo acima].

Por outro lado considere-se a func¢édo de decisdo,

(% y) =|m/x|;

tem-se,

RI(A$).8)] = Ey 3 {LIA. ). 8,X. D]}
= Py llA - 5(X. V)| > A/2]

= P(A,j;)ﬂ 1—[( Y, /Aoy, |)/(| X, /o1 DI > 1/2}
=Papllt=(Zl/IZ"D]>1/2],

onde oy; é o desvio padrdo de X;, Z =Y, /Aoy, e Z* = X, /oy, sdo variaveis aleato-
rias independentes N(0, 1). Esta ultima probabilidade é constante [independente
de (A,X)] e menor do que um. Consequentemente, a func¢do de decisdo ndo inva-
riante, ), tem risco minimax inferior ao risco minimax de qualquer funcéo de
decisdo invariante. [J

A questdo posta para a propriedade minimax pode também formular-se para
a admissibilidade. Se a invariancia é em relacdo a um grupo finito a resposta
encontra-se no,

Teorema 5.10 — Se um problema de decisdo é invariante em relacdo a um grupo
finito de transformacoes, G, entido, funcio de decisdo admissivel na classe inva-
riante é admissivel na classe universal.

Dem. Seja ®; a subclasse das fung¢des de decisdo aleatérias invariantes. Suponha-
-se que ¢’ € ®; é admissivel em ®; mas nio é admissivel na classe universal, ®.
Existe, ¢ € @, tal que R(0,¢) < R(0,¢’) para todo o0 0 € © e desigualdade estrita
para algum 6’ € ©. Considere-se ¢’ € ®; definida como em (5.26). Tem-se,

M

RO.9") = 5 Y, RO.4).

3

R(gme, ¢), [Teorema 5.5]

Il
==
M=

m=1

R(g,0.9');

1

IIN
=)=
M=

3
I
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pelo Teorema 5.6, ﬁ(EmG, ¢') = R, ¢’), que implica, R(0, ¢’ < R(0, ¢’). Logo, ¢”,
funcéo de decisdo invariante, é pelo menos tdo boa quanto, ¢’, também invariante.
Contudo,

M

RO.9) = 3 Y RE,0.9)

m=1

X

1 A
< = R(g,0".¢"),
m m; (®.0".¢")
visto que algum dos g,, é a transformacéo identidade em G e nesse caso, R(#’, ¢) <
R(G’, ¢’). Finalmente, pelo Teorema 5.6,

RE,0.¢)=RO.¢). m=12..M,

donde, R, ¢"") < R(#’,¢’), o que é absurdo porque, ¢, ¢’* € ®; e ¢’ é, por hipotese,
admissivel em ;. 0

Sobre a admissibilidade — na classe universal — das funcoes de decisdo inva-
riantes sem a restricdo do teorema anterior podem avancar-se os seguintes
comentarios:

[a] Se a melhor funcdo de decisdo invariante é Bayes contra uma distribuicio
a priori propria (por exemplo quando a medida Haar invariante pode converter-
-se por normalizacdo numa medida de probabilidade) a sua admissibilidade fica
garantida.

[b] Se a melhor funcédo de decisdo invariante é Bayes generalizada — que é a
situacdo usual — néo se segue que seja admissivel.

[c] As condicdes gerais de admissibilidade para funcdes de decisdo invariantes
sao dificeis de obter.

Os exemplos que seguem ilustram aspectos diversos tratados na presente
seccao.

Exemplo 5.23 — Retome-se o Ex. 4.6. O problema de decisdo considerado é inva-
riante em relacio ao grupo aditivo em R¥, com elementos, gx = x + ¢, ¢ =
(€1, Chp v s ), —00 < ¢ < 400,i = 1,2,...,k. E facil de ver que a funcio de decisdo
Bayes (generalizada), 3,(x) = x, é a melhor func¢io de decisdo invariante [veja-se
contudo a seccéo 6.6]; no entanto, é inadmissivel quando se tem k = 3. [

Exemplo 5.24 — No problema do «dado» com n faces — Blackwell e Girshick (1954)
— uma das faces, ndo se sabe qual, tem probabilidade p e cada uma das outras tem
probabilidade (1 — p)/(n — 1) < p. O problema consiste em decidir, com base em
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N lancamentos do «dado», qual das faces é viciada. Suponha-se que as faces estio
numeradas de 1 an e que © = {0,,0,,...,6,}, onde Gj é o estado que corresponde a
situagdo em que a face j é viciada. Seja, A = {a,, a,, ..., a,}, onde g; indica a decisdo
que consiste em tomar a face i como viciada; a func¢do perca natural é,

1 se i#],
L(@,-,a,):{ . !

se I=]j.

O resultado dos N lancamentos pode exprimir-se por z = (2,2, ...,2,) em que
Yz = N e z; designa o numero de vezes que é obtida a face i. A variavel aleatdria,
7=(2,2,,..,7,), tem distribuicio conhecida,

f(z]0) = (N'/z!z,!...2,)p%[(1 = p)/(n — DIN4, 7,20, 3z = N.
Suponha-se que a distribuicéo a priori é,
h = (hl,hz,...,hn), h] = 1/”, ] - 1,2,...,n,

em concordancia com a simetria do problema. O risco a posteriori vem dado por,

r(a) = Z L(Qj, ai)h(ej |z)
j=1

=Y L. a)f(z|0)h;/ Y. f(z]O)h;,
j=1 j=1

donde,
ra;) = Z f(z16)/ Z f(z6).
j=1 j=1
i
Consequentemente,
ria) Sr(a) se [1-f(z|0)] <[1-f(z|0)],
isto &, se,

f(z10)/f(z]0) = [(n—Dp/(1 - p)]77 < 1.

Recorde-se ser p > (1 — p)/(n— 1) e suponha-se que a frequéncia maxima é obser-
vada apenas para uma das faces. Nessa hipotese, a funcdo de decisdo aleatoria
Bayes contra h assume a forma,

#a;lz) =1 se z =max(z,2z,...,2,),

#a;1z) =0 se z <max(z,2zs,...,2,),
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e corresponde a tomar a ac¢io q; — considerar a face i viciada — quando a face i
é observada com frequéncia maxima. Na hipotese de aparecerem m faces com
frequéncia maxima, 1 £ m £ n, a funcdo de decisdo aleatéria Bayes contra h
assume a forma,
da;|z) =1/m se z =max(z,2,...,2,),
(5.29)
¢(a;|z) =0 se z < max(zy,Zy, ..., 2,);
quer dizer, se aparecerem m faces com frequéncia maxima, decide-se por sorteio
qual delas deve considerar-se viciada. Nesse sorteio cada uma das m faces tem
probabilidade 1/m de ser escolhida.
Seja G = {gy, &2,---» &u} 0 grupo finito constituido pelas n! permutacoes dos
numeros, (1,2, ...,n); para qualquer k, 1 £ k < n!,

8z = 8(z1: 20, -, 20) = (25 21,y o5 21,
onde (ky, ky, ..., k,) é a permutacido associada com k; seja ainda,
Ekejzak], ]: 1,2,...,”; Ekai:aki, i= 1,2,...,”.

Como ¢ evidente, o problema de decisédo é invariante em relacio a G; também se
verifica imediatamente que ¢ é invariante em relacéo a G.

Como O e D sdo finitos, existe, pelo Corolario 4.1, solu¢do minimax. Logo, pelo
Teorema 5.9, existe também uma solucéo invariante minimax. Mas, o conjunto
© = {0,,0,,...,0,} forma uma Orbita, pois quaisquer que sejam, 6,6’ € O, existe
sempre um g, € G tal que ¢ = g0 o grupo G é transitivo. Pelo Teorema 5.6, a
funcao de decisdo aleatdria definida por (5.29), dita ¢, possui risco constante sobre
O, facto que aliado a qualidade de ser Bayes e ao Teorema 4.2 estabelece que ¢ é
invariante minimax. Por outro lado, por ser Bayes propria ¢ é admissivel. [J

Exemplo 5.25 — Suponha-se que X tem densidade Cauchy,
fGx10) ={x[1+ (x = 0)°]},  © = (~o0,+00),

e que pretende estimar-se 8 com funcdo perca quadratica. O problema é invariante
em relacdo ao grupo aditivo com elementos g.x = x + ¢, ¢ € R e as funcdes de
decisdo puras invariantes sdo da forma §,(x) = x + ¢. Contudo,

R(6,6.) = Ef{[0 — (X + ¢)]*} = o,
para todo o ¢, enquanto o estimador néo invariante, §,(x) = 0, tem funcéo risco,
R(0,8,) = 6* < R(,6,).

Neste caso, todos os estimadores invariantes sdo inadmissiveis [Berger (1980)]. U
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Exemplo 5.26 — Tem-se P(X =60+ 1) =1/2e P(X =0 — 1) = 1/2, funcéo perca,

16.a) :{ |0 —a| se|l@—a|<Z1,

1 self—al>1,
e pretende estimar-se §: A = @ = (—o0,4+). As funcdes de decisdo invariantes
sdo mais uma vez da forma §,(x) = x + ¢ quando se considera o grupo de transfor-
magcdes aditivo (6 é um parametro de localiza¢do). Como © é uma 6rbita, R(9,6,)
é constante sobre © pelo que basta calcular R(0, 5,),

1
1—E|c| selc|£1,

R(O, 50) = EO{L[O; 50(X)]} = %| c| se 1 g |c| g 2,
1 se|c|=2.
A funcéo risco é minimizada parac = +1 e ¢ = —1; consequentemente, 6, (x) = x+1

e 8_;(x) = x — 1 sdo as melhores funcdes de decisio invariantes.
O estimador nio invariante,

5(x)=x+1 se x<0,

6" (x) =
() O(x)=x—-1 se x20,
tem funcéo risco,
0 se —1560<1,
R(6,6%) =
% outros 0;

logo 8,(x) e §_,(x) sdo inadmissiveis. Pode alids demonstrar-se que, em regra,
quando o melhor estimador invariante néo é unico, todos os estimadores invarian-
tes sdo inadmissiveis [Berger (1980)]. J

5.7 Notas complementares

(i) A classe de funcdes de decisdo invariantes pode ser demasiado restrita ou vazia
(demasiada invariancia) ou excessivamente ampla (pouca invariancia). Uma ilus-
tracdo do primeiro caso encontra-se no Ex. 5.22; uma possivel saida consiste em
ndo usar toda a invariancia, isto é, trabalhar com o grupo minimo de transfor-
magdes para o qual o grupo induzido sobre © seja transitivo. Uma ilustracdo do
segundo caso contém-se no Ex. 5.7 em que as considera¢des de invariancia nos
problemas que envolvem a Binomial ndo apresentam qualquer utilidade. O que se
passa com a Poisson é ainda pior pois ndo ha nenhum grupo de transformacoes
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que deixe invariante as distribui¢des da familia Poisson (repare-se que o Ex. 5.12
néo envolve a estrutura dessas distribuicdes).

(ii) A necessidade de trabalhar com fungdes perca também invariantes tem
como consequéncia que nos problemas tipo ensaio de hipoéteses a invariancia
somente é aplicavel quando a funcéo perca é da forma «0-K;» (veja-se o capitulo 7).

(iii) Na seccéo 5.5 foi referida a relacdo que existe entre a escolha da melhor fun-
¢éo de decisdo e a determinacédo da funcédo de decisdo Bayes generalizada (contra a
medida Haar invariante direita). Pode até afirmar-se que os dois métodos sédo virtu-
almente equivalentes. Berger (1980), ao indicar preferéncia pelo segundo, aponta,
entre outros, os seguintes motivos: (a) a pesquisa de procedimentos Bayes generali-
zados tem aplicagdes mais latas e (b) nédo se reveste das dificuldades causadas pelas
situacdes em que ha demasiada invaridncia. Em contrapartida o estudo da invari-
ancia tem o atractivo de apontar para distribui¢des a priori ndo informativas razoa-
veis (medida Haar invariante direita). Alias, como nota Ferguson (1967), nao é legi-
timo afirmar que um decisor actua «irracionalmente» quando nio aplica func¢des
de decisido invariantes nos casos em que a distribui¢do a priori ndo é invariante'!.

(iv) A analise da relacio entre os conceitos de suficiéncia e de invaridncia ndo
cabe nas presentes notas. A suficiéncia e a invaridncia sao principios virados para
a reducao dos dados, portanto, principios com o mesmo objectivo genérico, que,
em certo sentido, podem considerar-se complementares.

Levantam-se, no contexto, questdes fundamentais como estas:

« E possivel aplicar conjuntamente os dois principios?
« Se aresposta é afirmativa, em que casos a aplicacéo da suficiéncia seguida da
invariancia é equivalente a aplicacio da invariancia seguida da suficiéncia?

A resposta a primeira questio é afirmativa e acontece que s raramente deixa de
verificar-se a equivaléncia objecto da segunda questdo. Sendo assim, a pratica
geralmente adoptada consiste em comecar por reduzir os dados por meio de uma
estatistica suficiente minima investigando depois a existéncia de grupos de trans-
formagdes invariantes. A justificagio para este procedimento baseia-se nas seguin-
tes consideracdes:

« maior facilidade de célculo;

« a suficiéncia é o principal elemento unificador da inferéncia estatistica;

« a classe de func¢oes de decisao baseadas numa estatistica suficiente é essen-
cialmente completa, propriedade que em geral se néo verifica com a classe
de funcdes de decisio invariantes.

' Alguns resultados importantes sobre invariancia e medidas Haar invariantes sio apresentados por
Zacks (1971).
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Notando que alguns problemas invariantes sdo tratados condicionando numa esta-
tistica invariante maxima (vejam-se os estimadores Pitman no capitulo seguinte), o
Teorema 5.8, aplicado a uma tal estatistica, T(X), permite aprofundar o confronto
entre suficiéncia e invariancia. As estatisticas suficientes permitem simplificar o
problema através da reducéo que operam no espaco da amostra, mas nao interfe-
rem no espaco do parametro; as estatisticas, invariantes maximas, além de opera-
rem também uma redug¢io de &, reduzem ainda o espaco do pardmetro na medida
em que tornam possivel <agregar> todos os pontos situados na mesma 6rbita de ©.

(v) Na pesquisa da melhor fun¢io de deciséo invariante ha que ter em conta que
pode acontecer que um dado problema de decisdo seja invariante em relagéo a dois
grupos de transformacgdes. Em tais casos, a melhor funcéo de decisdo invariante
pode néo ser a mesma nos dois casos. Em Lehmann (1983) encontra-se um exemplo
que embora interessante é demasiado extenso para ser aqui incluido.



CAPITULO 6

ESTIMACAO

6.1 Introducao

O problema da estimacéo foi varias vezes aflorado em paginas anteriores. De forma
selectiva vdo apresentar-se mais alguns resultados.

Definida uma experiéncia consistindo na observacao da variavel ou vector alea-
torio, X, a estimacéo pode dizer-se que é um procedimento para em face do espaco
de estados, ©, «adivinhar» o verdadeiro estado com base na observacéio colhida,
x. Nesse contexto tem-se, A = O, e qualquer funcéo de decisdo, § € D, faz cor-
responder a cada x o valor, a = §(x), a € A, proposto como estimativa ou valor
aproximado do verdadeiro estado.

Interessa normalmente trabalhar com um conceito mais geral de parametro
que inclua funcdes definidas em ©, correntemente denotadas por 7(6).

Exemplo 6.1 — Se X, i = 1,2,...,N, X; LLD. com distribuicdo de Poisson com
média 6, tem-se, © = {0 : 0 > 0}. Desejando estimar-se,

P(X,=0)=e"? i=12,..,N,

ou,
P(EX, =0) =e N,

? no segundo caso, 7(0) = e N0 O

vem, no primeiro caso, 7(0) = e~
Exemplo 6.2 — Com © = {f : —co0 < 6 < +0), pode ter-se,

1 se 020,

10)=60°+1 ou T(G)zio e 0<0 0

269



270 Estimacao

6.2 Teorema de Rao-Blackwell

Um principio que restringe a classe de funcdes de decisdo — afinal o que se passa
com o principio da invariadncia — consiste em dar atencdo apenas aos estimadores
que sejam centrados ou néo enviesados, isto é, que verifiquem

Ep{d(X)} =7(0) paratodoof € ©. (6.1)

A selecgdo operada com o principio de ndo enviesamento nao esta liberta de cri-
ticas' pois tem-se verificado que elimina estimadores triviais mas pode também
eliminar estimadores dignos de consideracéo; no entanto, apesar das suas limita-
¢Oes, é frequentemente invocado na estimagéoz.

Suponha-se que § € D é uma fungéo de decisdo ou estimador ndo enviesado
de 7(0) e que se verifica, Ey{| 5(X) [} < o, para todo o 6 € ©; tem-se,

Egf[6(X) — 7(O)]*} = Vpis (X0}, (6.2)

isto é, o erro quadratico médio é igual a variancia de 6(X) calculada quando a
distribuicdo de X é Py. A pratica de minimizar o erro quadratico médio [ = a fun-
¢do risco com perca quadratica] leva a investigar a existéncia de estimadores néo
enviesados com varidncia uniformemente minima ou estimadores UMVU [convém
manter as iniciais da expressao «uniformly minimum variance unbiased»]. Nao se
esqueca, porém, que um estimador UMVU pode ser muito inferior a um estimador
ligeiramente enviesado mas de menor variancia®.

Daqui por diante faz-se 7(6) = 0 para facilitar a exposi¢do, uma vez que os
resultados obtidos nesse caso particular adaptam-se quando necessario ao caso
geral. Salvo mencdo em contrario, 6 é um parametro real, com © = Rfou=a
subconjunto convexo de R¥, k > 1.

! Tal como o de erro quadratico médio é um conceito frequencista.

2 A ideia de «imparcialidade» [veja-se pag. 145] de um estimador nio enviesado traduz-se pelo
equilibrio entre os casos de subestimacéo e sobrestimacéo; assim, quando usado repetidamente
um estimador néo enviesado tende a reproduzir «em média» o verdadeiro valor de 7(6). Note-se
que ha casos em que nio existem estimadores ndo enviesados. Lehmann (1983) cita o seguinte
exemplo: com X ~ B(N;0), suponha-se () = 1/0; se 5(X) é estimador néo enviesado, deve
ter-se,

N
Z S(x)(N)6*1-0N~*=1(0) paratodoo0<0<1;
x=0
fazendo 6 — 0, o primeiro membro tende para §(0) e o segundo membro para co! Contudo (desde
que N néo seja muito pequeno), existem estimadores que assumem valores proximo de 1/6 com
elevada probabilidade, por exemplo, N/X (com algum ajustamento se for X = 0).

Por outras palavras, um estimador ndo enviesado pode ser estritamente dominado por um estima-
dor enviesado, isto é, pode ser inadmissivel. Um caso notavel é abordado na seccéo 6.6.

3
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O método mais poderoso para encontrar estimadores UMVU é o conhecido
Teorema de Rao-Blackwell. Antes de fazer a demonstragio recorde-se que uma
funcdo de decisdo diz-se baseada numa estatistica suficiente para 0, seja T(X),
quando,

d(x) = 8[T(x)] paratodoox e X,

devendo a expressdo «para todo o x € A» interpretar-se em termos mais gerais
como «excepto, quando muito, para um conjunto de valores de x com probabili-
dade zero». Mais rigorosamente, § diz-se baseada em T(X) se,

Py{6(X) =y[T(X)]} =1 paratodoof € ®. (6.3)

Teorema 6.1 — Com T estatistica suficiente para 6, seja 8" uma funcdo de decisdo
ndo baseada em T; entdo se §’ é estimador ndo enviesado de 6, a funcdo de decisao
baseada em T definida pela relacio,

8(x) = 8[T(x)] = 6(t) = E{6"(X) T =1}, (6.4)

é também estimador néo enviesado de 0. Se L(6, a) é, para 6 fixo, funcéo estrita-
mente convexa de a,

R(0,0) < R(0,8’) paratodoof € ®. (6.5)
Em particular, com L(6,a) = (6 — a)?,
Vold(X)} < Vp{6’(X)} paratodoo§ € ©. (6.6)

Dem. Como, por hipotese, T é suficiente para 8, a distribuicdo condicionada por
T =t de qualquer outra estatistica e em particular de ' ndo depende de 8 [0 que
explica o nio aparecimento de 6 no indice inferior do valor esperado que figura
na expressio (6.4)]. Se o valor esperado em (6.4) existe, o estimador 8§, que define,
conserva a propriedade de nio enviesamento possuida por &', pois,

Ep{6(XD} = EfE[&'(X) | T]} = Ep{6"(X)} = 6.

Por outra parte, em consequéncia da convexidade estrita da funcdo perca, tem-se
de (2.24),
L[6, E{6"(X) 3] < E{L[6,6'(X)] |1},

donde,

R(8,6) = Ep{L[0,5(X)1} = E{LI0, E{6"(X) | T3]}
< Ep{E{L[0, 6" (X)] | T}} = Ep{L[0, 6"(X)]} = R(0,6"),

e (6.5) fica provado. A verificacdo de (6.6) é imediata. Od



272 Estimacao

A aplicacdo de (6.4) para obter § a partir de & designa-se por Rao-
-Blackwellizacdo de §’. Como acaba de mostrar-se a operacio mantém o néo envie-
samento e pode produzir um estimador com menor risco ou variancia. De facto, a
igualdade em (6.5) e (6.6) so se verificaria se,

Py[6(X)=06"(X)]=1 paratodoof € ®,

0 que implicaria que tanto § como ¢’ fossem baseados em T, contrariamente a
hipétese de partida.

A Rao-Blackwellizacido é um importante passo na construcio de estimadores
UMVU. Antes de apresentar alguns exemplos importa fazer dois comentérios.

(i) O Teorema de Rao-Blackwell pode demonstrar-se sem introduzir a hipotese
de que ¢’ é estimador nédo enviesado, passando a ser (6.5) a Unica tese.

(ii) Salvo ligeiros pormenores referentes as hipéteses, é curioso assinalar que
o Teorema de Rao-Blackwell pode obter-se directamente a partir dos Teoremas 4.4
e 4.6.

Exemplo 6.3 — Seja X = (X, X, ..., Xy), X; LLD. com funcéo de distribuicéo (abso-
lutamente) continua,

© = {F : F é uma funcéo de distribui¢io (absolutamente) continua}.

SeY,i=1,2,...,N, so as estatisticas de ordem [no exemplo 5.13 designaram-se
por Xj»], o estimador T = (Y},Y,,...,Yy) é suficiente para ©. Com efeito, dado
T =1t comt = (31, ..., n), 0 vector X = (X, X,,..., Xy) sO pode assumir
uma das N! permutacdes de (y;, ¥s, ..., yy) € cada uma dessas permutagdes tem
probabilidade 1/N!, independente da particular F € © (de facto T é suficiente
minima pois, como é sabido, T é suficiente minima para a distribuicdo de Cauchy
que é um dos elementos da familia © por ser absolutamente continua).

Seja (restringindo © para garantir a existéncia de momentos) a estimacéo de,

7(F) = Ep{X;} = deF(x), i=1,2,..,N;

como é dbvio, §"(X) = X, é estimador nio enviesado. No entanto, como ¢’ ignora
a informacéo dada pela observacéo de X, ..., Xy, ndo parece dificil encontrar um
estimador nio enviesado melhor.

Aplicando o Teorema de Rao-Blackwell, procure determinar-se, 8, tal que,

(%1, Xy eve s XN) = O(V1s Voo o> YN) = O(1),

com,

5(t) = E{X, | T = t}.
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Fixado, T = t, X s6 pode assumir os valores, y;,i = 1,2,..., N, e,
P(X;=y|T=t)=(N-1)!/N!'=1/N, i=1,2,...,N.
Agora,

§(t) = E{X; |T =t} = ()n/N) + (32/N) + - + (yn/N)
=3y/N =3x/N =X,

donde se conclui que §(X) = =X;/N = X é estimador nao enviesado de 7(F) com
variancia uniformemente inferior a de §’(X). De facto,

Vr{6(X)} = (1/N) VE{6" (X}

Se 7(F) = Ep{X?},i=1,2,..., N, o mesmo teorema esclarece, de modo semelhante,
que XX?/N é estimador nio enviesado com menor varidncia do que X} [Fraser
(1957)]. O

Exemplo 6.4 — Com X; LLD., X; ~ N(0,1),i = 1,2,..., N, um estimador razoavel
para 6 é a mediana da amostra,

Y1 se N=2k+1

X = (Yo +Y,,)/2 seN =2k

ondeY,,i=1,2,...,N, sdo as estatisticas de ordem. Suponha-se N impar para néo
alongar o estudo. A distribuicéo de Y, ; — 6 é dada por,

dG(u) = [N!/ (kD[ @@)]*[1 - 2W)]*de(w),

onde G(u) = P(Y,,; — 0 £ u) e, como é usual,
u

() = <zn>-1/2j expl—£2/2}dE.

Como f:r;o udG(u) = 0, vem, Ep{Y, ,; — 6} = 0, donde,
Ep{6'(X)} = EgfYiy1} =6,

0 que mostra ser ¢’ estimador néo enviesado de 8. Por outro lado é bem sabido
que T = 2X;/N é estatistica suficiente para 6; procedendo a Rao-Blackwellizacdo
de &, a condigdo T =t, isto é, Zx; = Nt, implica,

E{EX; |t} = Nt > E{X;[t} =1t,
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e ainda,
EfYi |t} = E{X |t} =1,
como é possivel demonstrar. Portanto, com 6(t) = E{6’(X)|t} = t, o estimador

d(X) =T = XX;/N énao enviesado e tem variancia uniformemente inferior a de §’
(risco uniformemente inferior para fungio perca estritamente convexa). De facto,

VAS(X)} = 1/N; V{8’ (X)} = 7/2N,

onde a segunda expressdo vale como aproximacéo para valores grandes de N por
ser resultado assintético [Fraser (1957)]. O

Os teoremas seguintes sdo simples corolarios do Teorema de Rao-Blackwell,

Teorema 6.2 — Se a funcéo perca é convexa e a funcéo de decisdo § € D é definida
como em (6.4), entéo,

R(0,6) £ R(6,8’) paratodoof €O,
qualquer que seja §” € D. IO

Teorema 6.3 — Se a fungio perca é estritamente convexa a classe dos estimadores
baseados numa estatistica suficiente é completa?®. (]

O Teorema de Rao-Blackwell pode alargar-se de forma a considerar o caso em
que 0, 7(0), &', 6 e T sdo vectores de RF, passando a designar-se por Teorema de
Blackwell-Lehmann-Scheffé. Grande parte da demonstracdo do segundo duplica
formalmente a do primeiro e néo se trata aqui [veja-se Fraser (1957)]. A principal
alteracdo diz respeito a (6.6) que nio tem sentido em termos vectoriais.

Seja & (X) = [6(X),5(X),...,5(X)] um estimador ndo enviesado de
7(0) = [1,(0),1,(0), ..., 7 (8)] e seja [6};(8)] a respectiva matriz de covariancias,
com elementos,

07(8) = Egi[6/(X) — n(O)1[5/(X) — 5;(O)],

onde,
E{d/ (XD} = 7(0).

Supondo que a matriz, [0}}(8)], é ndo singular, represente-se a sua inversa por
[077(0)]; sejam, [0;;(0)] e [67(6)] as matrizes correspondentes para o estimador
8(X). O resultado que generaliza (6.6) é, entdo,

kK k kK
I OEDIPIAC (67)

* Em correspondéncia com o Teorema 4.7. Releiam-se, na pag. 272, os comentérios ao Teorema 6.1.
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que pode escrever-se
k

1

k k k
PRAOZEDIPIL Ol (638)

1j=1

para todo 0 € ©, sendo &, i = 1,2, ..., k, nmeros reais arbitrarios néo todos nulos;
a igualdade em (6.7) ou (6.8) verifica-se quando e s6 quando,

Py[6(X) =68'(X)] paratodoo® € ©.
Tem-se, claro,
8(X) = E{6"(X)|T = t} = [E{6{(X) [t} E{6;(X) | 1}, ..., E{51(X) [ £}].

O elipsoide de concentragdo para um estimador vectorial, seja 8(X), foi definido
por Cramér e representa-se pela relacao,

kK k
> > Ok =k +2, (6.9)
i=1j=1

onde se escreveu & em vez de §,(X) — 7;(0). A interpretacio é a seguinte: conside-
rando a distribui¢io Normal k-dimensional com vector de médias, 7(0), e matriz
covariancias, [0;;(8)], idénticos aos do estimador, o primeiro membro de (6.9) ¢ o
expoente da densidade correspondente aquela distribui¢do multiplicado por —1/2.
Por outro lado, considerando o elipsoide tal que a distribuicio Uniforme sobre
o mesmo tenha ainda médias e covariancias idénticas as da referida distribuicao
Normal k-dimensional obtém-se a justificacdo para o segundo membro. Quando
duas variaveis aleatorias k-dimensionais possuem o mesmo vector de médias e o
elipsoide de concentracdo da primeira esti contido no elipsoide de concentracéo
da segunda, diz-se que a primeira tem maior concentracio do que a segunda, con-
centracdo entendida em relacéo ao centro de gravidade comum.

A relagdo (6.8), demonstrada no Teorema de Blackwell-Lehmann-Scheffé, mos-
tra que dos estimadores, 8(X) e §’(X), que possuem o mesmo vector de médias, é
o primeiro o mais concentrado, porquanto a igualdade,

kK kK
) IO wE)wE) = ) Y o0 [= k + 2]
i=1j=1 i=1j=1
somente se verifica com w < 1.
O Teorema de Rao-Blackwell — ou a sua extensio — nio resolve inteiramente
o problema dos estimadores UMVU. Deixa, no entanto, bem claro que se existir
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estimador UMVU esse estimador tem de procurar-se na classe dos estimadores
ndo enviesados que sejam baseados numa estatistica suficiente. Se esta classe tem
um Unico elemento ele é, obviamente, o estimador UMVU; é isso que de facto se
verifica quando o estimador é baseado numa estatistica suficiente completa.

A importancia da completicidade na determinacio do estimador UMVU é de
facil compreensao. Se a estatistica T é suficiente completa para 6 e se §'(X) é
um estimador ndo enviesado qualquer, seja 6(X) o estimador obtido por Rao-
-Blackwellizacdo de &/, 6(T) = E{6’(X)|T}. Se houver outro estimador nio envie-
sado baseado em T, seja §*(T), tem-se,

Ep{6(T)} = Ept6™(T)} = 0,

donde,
Ep{d(T) —6*(T)} =0 paratodoof € O,

e pela completicidade de T (qualquer estimador niio enviesado de zero® é igual a
zero com probabilidade igual a um),

Py[8(T) =6"(T)] =1 paratodood € ®,

isto é, 5(¢t) = &7(t), excepto quando muito sobre um conjunto com probabilidade
zero, situacdo em que néo se faz em geral distin¢éo entre os estimadores.

Se nédo se conhece uma estatistica suficiente completa e se opera com uma
estatistica suficiente, T, podem existir varios estimadores ndo enviesados baseados
em T mas nio ha procedimento geral para comparar as respectivas variancias e
chegar ao estimador UMVU.

Note-se, de acordo com o Teorema de Rao-Blackwell, que se § é o (inico) esti-
mador UMVU, entéo § é também a tnica funcéo de decisdo para a qual se tem,

R(0,6) < R(0,8’) paratodoof € ®,

qualquer que seja ¢’, desde que a funcio perca seja estritamente convexa.
Das consideragdes antecendentes fica estabelecido o Teorema de Lehmann-

-Scheffé,

Teorema 6.4 — Se existe uma estatistica suficiente completa para 0, seja T, e pelo
menos um estimador nao enviesado de 8, entio existe um unico estimador UMVU.
Este estimador € o inico nédo enviesado que é funcao de T e o Unico estimador nao
enviesado com risco minimo quando a funcéo perca é estritamente convexa. L[]

> Baseado em T. Sobre completicidade veja-se, além das obras indicadas, Silvey (1970).
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Este teorema pode ser generalizado de modo a considerar pardmetros e estima-
dores k-dimensionais sendo a respectiva demonstra¢do muito semelhante a que foi
apresentada para o caso unidimensional,

Teorema 6.5 — Se existe uma estatistica suficiente completa para 0, seja T, e pelo
menos um estimador nao enviesado de 0, entdo existe um tnico estimador com
elipsoide de concentracdo minimo e risco minimo (funcéo perca estritamente con-
vexa). Este estimador é o nico néo enviesado que é funcéo de T. JOJ

Exemplo 6.5 — Com X = (X;, X,, ..., Xy), X; LLD. com distribui¢do Exponencial,
pretendem determinar-se os estimadores UMVU para 6 e para,

7(0) = Py(X; > m) = e,

Com f(x]60) = 6N exp{—0>x}, tem-se que T = 2X; ¢ estatistica suficiente completa
para 0. Por outra parte, Y, é estimador nio enviesado de 1/0; portanto, parece
razoavel conjecturar que 5(X) = ¢/2X;, onde ¢ é uma constante a determinar, é
estimador n3o enviesado de 8. Com efeito,

Ef{6(X)} = cEp{1/T} =¢ J;w(l/t)[l/r(N)]GNegttN1dt,

pois, como é sabido, T tem distribuicdo Gama. Assim,

Efo0o) = =D - A

donde se conclui que §(X) = (N — 1)/3X; é estimador ndo enviesado de 8; como
ja é funcdo da estatistica suficiente completa T, § é o estimador UMVU de 0.
Por outro lado, a funcéo indicatriz, I, «)(X;) é estimador ndo enviesado de
7(0) = e™, pois,
Ep{Iimeoy(X,)} = Py(X, > m) = ™,

a Rao-Blackwellizagédo de I, .)(X;) conduz a,

5(t) = E{l (X)) | ZX; = 1}
= P{lno)(X)) = 12X, = t}
= P{X; >m|ZX, =t}

= J:l f(x; |t) dx,.
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Ora,
fCalt) = fOq |0 f(t]x,0)/f(t]0)
3 Ge~[1/T(N — 1)]ON e %)t — x )N 2
- [1/T(N)]gNe- 0N -1
N Dtg__lxl)Nz, (x, <teN>1).
Assim,

t N-1
_N—l N-—2 _ t—m
50 = N5 L(t—xl) an=(0) ) izm

donde, finalmente, N
X, —m\" !
500 = (T7) T X0,

é o estimador UMVU de 7(0) [Mood, Graybill e Boes (1974)]. [

Exemplo 6.6 — Suponha-se ser X uma amostra casual de dimensdao N de uma
populacdo N(0,1), caso em que T = XX é estatistica suficiente completa para 6.
Consequentemente, §(X) = Y, por ser ndo enviesado e funcdo de T, é o estimador
UMVU de 6. Por ser, Ef{X?} = (1/N) + 62,

§(X) = X* - (1/N),

é o estimador UMVU de 7(0) = 6°. Curiosamente, 5%, além de poder conduzir a
estimativas negativas para 6%, ndo é admissivel quando a funcio perca é quadratica.
Com efeito, o estimador,

1

§”(X) = max (O, X% - ﬁ)’

embora enviesado, verifica,
Eg{[0 — 8" (X)I*} < Ell0 - 5" (X},
para todo o 6, e é portanto estritamente melhor do que 6" [Ferguson (1967)]. [

Exemplo 6.7 — Com X; L1D., X; ~ N(0,6%),i = 1,2,..., N, sabe-se que T = XX}
é estatistica suficiente completa para 6%; 5(X) = 2X?/N, sendo nio enviesado e
funcéo de T, é o estimador UMVU para 0?. Contudo, 6 ndo é admissivel quando a
funcdo perca é quadratica.

Considere-se a classe de estimadores de 62,

5.(X) =cEZX?, c¢>0;
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sabe-se que T/6* tem distribui¢do y* com N graus de liberdade, com,
Ep{T} = NO*, Ep{T*}= N(N +2)0".
A fungéo risco é dada por,

R(Gz: (Sc) = EGZ{[HZ - SC(X)]Z} = EGZ{(OZ - CT)Z}
= [¢*N(N +2) — 2cN + 1]6*.

Esta fun¢ao é minimizada quando ¢ = 1/(N + 2); assim, o estimador,

> X2

5 = N+2

tem risco uniformemente inferior ao risco do estimador UMVU, §, e é o melhor
dentro da classe de estimadores, §, > 0 [Ferguson (1967)]. [

Exemplo 6.8 — Suponha-se que o nimero de chamadas que afluem a um PBX num
periodo de 10 minutos é uma variavel aleatoria, X, com distribuicdo de Poisson e
média 0. Pretende estimar-se a probabilidade de no préoximo periodo de 20 minutos
nao haver chamadas: 7(0) = e %.

Tem-se que X é estatistica suficiente completa para 6; o estimador de 7(0), 5(X),
é ndo enviesado se,

EASCO} = 3 800 00 /x! = ¢,
x=0

isto é, se,

i S5(x)0* /x! = e = i(—nxe’vx!,
x=0 x=0

para todo o 6 > 0. Para se verificar esta igualdade tém de ser iguais os coeficientes
homologos das sucessivas poténcias de 6. Estranhamente, tem-se como estimador
UMVU de 7(6) — que é uma probabilidade,

5(x)=(-1), x=0,1,2,...;

se no periodo inicial de 10 minutos o nimero de chamadas registado é par, 6(x) = 1;
se é impar, 6(x) = —1! [Ferguson (1967)]. OJ

No que diz respeito aos métodos de solug¢do convém apontar o seguinte: (i) os
Exs. 6.5 (estimagédo de 6), 6.6 e 6.7, ilustram como se obtém estimadores UMVU pro-
curando conjecturar a forma dos estimadores que sendo funcdo de uma estatistica
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suficiente completa sdo adicionalmente nio enviesados; (ii) o Ex. 6.5 (estimacéo de
7(0) = ™) destaca o método em que se parte de um estimador nio enviesado e
se procede a respectiva Rao-Blackwellizacao condicionando numa estatistica sufi-
ciente completa; (iii) no Ex. 6.8 volta a partir-se de uma estatistica suficiente com-
pleta, seja T( = X no exemplo), e tenta obter-se a funcdo de decisio UMVU, seja
4(t), resolvendo o conjunto de equagdes,

Ep{6(T)} = 7(#) paratodoof € ©,

isto é, no caso continuo,

J&(t)f(t |0)dt = (), 6€0,

no caso discreto,

0 f(t16) =1(60), 6¢co.

[Outros exemplos podem estudar-se em Rohatgi (1976) e Lehmann (1983)].

Como os Exs.6.6, 6.7 e 6.8 mostram, os estimadores UMVU podem néo ser bons
estimadores. Se existe uma estatistica suficiente completa e se existe um estimador
nao enviesado, o estimador UMVU é o melhor dentro de uma classe com um tnico
elemento (a menos de diferencas em conjuntos com probabilidade zero) e as suas
propriedades podem n#o ser interessantes.

O principal dominio de aplicagdo da estimacao UMVU é na amostragem da
familia exponencial em consequéncia da conhecida proposigio: se X é amostra
casual de dimensdo N de uma distribuicio exponencial dotada de parametrizacdo
natural,

kK N
fx16) = [CONN expi Y 6 Y R(x){ TH(x),
j=1 i=1
e se o espaco dos parametros, ®, contém um rectingulo k-dimensional [mais pre-
cisamente quando a familia exponencial possui «full rank»], entéo,

N
T=(.T,...T). T,= Y Ri(x). j=12,...k

i=1

é estatistica suficiente completa.

Este teorema permite, por exemplo, encontrar facilmente estatisticas suficien-
tes completas na amostragem das distribuicdes Binomial, Poisson e Normal®. Por
outro lado, demonstra-se [veja-se Lehmann (1983)] que na amostragem da familia

® Ou ainda, da Qui-quadrado, Gama e Beta, entre outras.



Melhores estimadores invariantes [I] 281

exponencial, verificadas certas condi¢des de regularidade, os estimadores UMVU

e os estimadores da méxima verosimilhanga sdo assintoticamente equivalentes

quando a dimensdo da amostra tende para infinito. Assim, os estimadores UMVU

partilham as propriedades assintoticas reconhecidas para os estimadores da maxima
verosimilhanca. Para pequenas amostras ambos os estimadores podem ser insatis-
fatérios, como alias se ilustrou para os UMVU.

Os estimadores UMVU podem nio ser admissiveis [Exs. 6.6 € 6.7]; no entanto,
se a inadmissibilidade néo for intensa pode aceitar-se que é compensada pelo néo
enviesamento e manter a preferéncia pelo UMVU considerado. Repare-se que ha
aqui um contraste em relacéo ao que se passa com os estimadores minimax. Se, 5,
minimax é inadmissivel, é dominado estritamente por algum, 5o, que é também
minimax necessariamente e, portanto, sempre preferivel ao primeiro’.

6.3 Melhores estimadores invariantes [I]

O critério de invariancia é especialmente fecundo em problemas relacionados com
a estimacéo de pardmetros de localizacio e de escala.

Considere-se uma variavel aleatoria real, X, com distribui¢éo na familia F; seja,
F(x]0) = Py(X £ x), a respectiva funcio de distribuigio e considerem-se as trés
situagdes seguintes:

F(x|0) = F(x — 0), 0 e®CR; (6.10)
F(x|6) = F(x/9), fe®CR, 0 > 0; (6.11)
F(x|p,0) = Fl(x — p)/ol, 0=(u,0)€E®CR? 0>0, (6.12)

onde F é funcéo de distribuicéo.

No caso (6.10), 8 é pardmetro de localiza¢do; no caso (6.11), 8 é pardmetro de
escala; no caso (6.12), 0 é parametro de localizacio-escala®. Defini¢cdes alternativas
sdo, respectivamente, a distribuicdo de X — 6 é independente de 0, a distribuicdo
de X /0 é independente de 6 e a distribuicdo de (X — p)/o é independente de 6.

Quando a variavel aleatoria, X, é continua, as relacdes equivalentes a (6.10),
(6.11) e (6.12), em termos da fun¢io de densidade, sdo, respectivamente,

f(x10) = f(x—0), (6.13)
fx10) = (1/0)f(x/0), (6.14)
fxlpo) =1/a)fl(x — /o], (6.15)

onde f é funcao de densidade.

7 Na seccio 6.4 fazem-se consideracdes adicionais sobre os estimadores UMVU.
8 O caso dos parametros localizagdo-escala nio é aqui considerado [veja-se Lehmann (1983)].
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Exemplo 6.9 — Se X tem distribui¢do Uniforme no intervalo (8, 6+1), 9 é parametro
de localizacdo. Com efeito,

F(x[6) = (x = )1 (x = 0) + Iy )(x = 0),

flx|0) = 1(0,1)(x —0).

Exemplo 6.10 — Se X tem distribuicio Exponencial,

F(x|0) =1—exp{—x/6}, 0 >0,x >0,
f(x10) = (1/0) exp{—x/0},

0 é parametro de escala. [J

Exemplo 6.11 — Se X ~ N(y,c?%),

F(x|p,0) = @[(x — p)/ol,
fxlpo)=1/0)¢l(x — p)/o]l,

portanto, 6 = (y, o) é pardmetro de localizacdo-escala. [

Considere-se um parametro de localizagéo, 6, 0 € © = R, e a estimacio a partir
de X, variavel aleatéria com func¢io de densidade, f(x|0) = f(x —0). O problema
ndo é tio restrito como a primeira vista pode parecer porquanto X pode ser uma
estatistica suficiente [Nao deixa, porém, de ser verdade que a doutrina da invarian-
cia se torna de aplicacdo mais dificil quando se lida directamente com variaveis N
dimensionais (amostras) pese embora a simplificacéo introduzida pelo conceito de
estatistica invariante maxima estudado na sec¢éo 5.4].

Tem-se, A = ©; se a funcéo perca é da forma, L(0,a) = L(a — 0), o problema é
invariante em relacdo ao grupo de transformacdes,

G={gx=x+c: —00o<c< 4o}

comgfO=0+cega=a+c. G é grupo transitivo.
Uma funcdo de decisdo pura invariante deve satisfazer (5.17),

6(x+c)=6(x)+c, (6.16)

para todo o x e todo o ¢. Escrevendo x = 0, vem &(c) = 6(0) + ¢, para todo o c.
Assim, qualquer funcéo de decisdo pura invariante tem a forma,

6p(x)=x—b, (6.17)
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onde b = —§,(0) é um nimero real arbitrario. Pelo Teorema 5.3,
R(8,6) = R(6 + ¢, 0), (6.18)

para todo o 8 € O e todo o c; quer dizer, a fungéo risco é independente de 6. Para
a func¢do de decisdo &, definida por (6.17), vem,

R(@, 51)) = E@{L(X - b - 9)} = EQ{L(X - b)}, (619)

pois como R(0,d,) nao depende de 6 pode tomar-se o valor esperado para 6 = 0.
Deste modo, se E\{L(X — b)} existe e é finito, (6.17) é funcido de decisdo pura
invariante.

Na investigacdo da melhor funcdo de decisao invariante pode confinar-se a
analise as funcdes de decisdo puras invariantes, pois,

Teorema 6.6 — Se todas as funcdes de decisdo puras invariantes em relacio a um
grupo de transformagdes possuem risco constante’, essas funcdes de decisio for-
mam uma classe essencialmente completa dentro da classe de fung¢des de decisdo
mistas invariantes.

Dem. Se 6* € D* é func¢io de decisdo mista invariante, 5" resulta da combinacio
de funcdes de decisdo puras invariantes, § € D, tais que, R(0, ), ndo depende de 0.
Sendo R(6, ) média dos valores R(6, §) para as § € D combinadas, ha sempre um
d € D para o qual, R(6,5) < R(0,5*), para todo o 0 € ©. 0Od

Teorema 6.7 — Na estimacdo de um parametro de localizagio, 8, com funcéo perca,
L(0,a) = L(a—0), se E/{L(X —b)} existe e é finito para algum b e se existe, by, tal que,

Ef{L(X — by)} = infy, E{L(X — )}, (6.20)

entdo, 6(x) = x — b, é a melhor funcdo de decisdo pura invariante. O respectivo
risco, R(6, §) = constante, é dado pelo 2.° membro de (6.20).

Dem. Consequéncia imediata das consideracdes que antecederam o Teorema 6.6.

([

Exemplo 6.9 — Continuagdo. Determine-se a melhor funcéo de deciséo pura inva-
riante para estimar 6. Tem-se, 5(x) = x — b, onde b, é o valor de b que minimiza,
E,{L(X — b)}; supondo, L(0,a) = (a — 0)*, vem,

1
Ey{L(X — b)} = E(X — b’} = J (x - bydx

=(1-3b+3b%)/3,

° Em situagdes em que G nio é transitivo a casualizacio pode ser importante.
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expressdo que é minima para b = 1/2. Assim, §(x) = x — %, é a funcio de decisdo
procurada. Note-se que §(x) = x — E,{X}. O

Exemplo 6.12 — Sendo, X;, X,, ..., X, uma amostra casual de uma populagédo com
distribuicdo Exponencial com pardmetro de localizacéo, 6, é facil de verificar que
T = min(X;) é estatistica suficiente para 0, com distribuicao,

g(t|0) = Nexp{—-N(t—-0)}, t > 0;

pode, portanto, considerar-se T como variavel a observar para estimar 6. A melhor
decisdo invariante é da forma, §(¢) = t — b, onde b, é o valor de b que minimiza,
Ey{L(T — b)}. Se a fungéo perca é quadratica,

E{L(T = b)} = E{(T - b)*} = Lw(t — b)’Ne Mdt,

e, como ja foi visto no exemplo anterior, tem-se

by = Eo{T} = 1/N;
enfim, §(¢) =t — (1/N), ou, §(x) = min(x;) — (1/N). OJ
Exemplo 6.12 — Continuacdo. Considere-se outra funcéo perca,

0 sela—0] <A,

1 se|la—0]>A. (A>0)

L(0,a) = {
Tem-se,

00

b—A
E{L(T-b)}=P,(|T-b|>A) = J Ne Nt + Ne Nidt
0 b+A
=1 — e NO-8) | ~NO+1)

donde se conclui, por inspecgio, que b, = A é o melhor valor para b, isto é, mini-
miza, E;{L(T — b)}. Assim, 8(t) =t — A, ou 6(x) = min(x;) — A, é a melhor funcio
de decisdo invariante para estimar 8 quando a funcéo perca tem a forma indicada.

O

Este exemplo e o anterior mostram que quando se pode trabalhar com estatis-
ticas suficientes unidimensionais se da amplo campo de aplicacdo ao Teorema 6.7.

O facto da func¢io de decisdo invariante, §(x) = x — b,, com b, determinado
por (6.20), possuir risco constante — além de ser a melhor dentro da classe das
invariantes — pode levar a conjectura’’, em presenca do Teorema 4.22, de que & é
também minimax. Conhecem-se, no entanto, casos em que essa conjectura ndo se
concretiza como no exemplo devido a Blackwell e Girshick (1954):

10 Apesar do grupo aditivo néo ser compacto.
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Exemplo 6.13 — Suponha-se que X — 6 tem fungio de probabilidade,
fx)=1/x(x+1), x=1,2,...;

pretende estimar-se o pardmetro de localizagdo, 6, com funcdo perca dada por,
L(0,a) = max(a—0,0). Asfuncdes de decisdo invariantes sio da forma, 6(x) = x—b,
e possuem funcéo risco,

R(6,6) = R(0,6) = Eo{max(X —b,0)}

N Z x(x+ 1) oo

para todo o b. Logo, as fun¢des de decisao invariantes possuem todas funcéo risco
identicamente igual a +oo.

Considere-se, por outro lado, a func¢éo de decisdo nio invariante, §,(x) = x —
c| x|, comc > 1. Tem-se,

R(0.8) = E{L[0.8,(0B = ). (x—c|x+0])/x(x+1).

x>c|x+0]
Para, § > —(c — 1)/c, a desigualdade, x > c|x + €|, é impossivel donde sai que

R(0,6,) = 0; parad < —(c—1)/c,vemr < x < s,comr = c|0|/(c+1)es =
cl@]/(c —1). Assim,

RO.8)< . —<Js (1/x)dx

r<x<s +1
- log{c+ L, e 1} < Tog[2(c + 1)/(c — 1)].
c—1 cl|0]

Conclui-se assim que no caso presente nenhuma funcéo de decisio invariante é
minimax. [J

Condi¢des'! em que a melhor funcéo de decisdo'? é minimax encontram-se no
seguinte,

1O que falha no exemplo anterior é verificar-se, para todo o § € D,
supy R(6,6) 2 infy, E{L(X — b)} = E{L(X — by)};

o Teorema 6.8 estabelece que verificadas certas condi¢cdes ndo muito restritivas sobre a funcéo
perca se obtém a desigualdade acima.
12 Na estimacio de um parametro de localizagéo.
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Teorema 6.8 — Nas condi¢des do teorema anterior, se F(x) designa a funcéo de dis-
tribuicdo de X quando 6 = 0, se L(0, a) = L(a — 0) é funcéo limitada inferiormente
e se para todo £ > 0 existe um numero real M tal que,

M
| 2= pare 2 Bfzoc- b - & (6:21)
M

para todo o b, entdo §(x) = x — b, é minimax. A condicdo (6.21) é verificada
quando L(0,a) = L(a — 6) é limitada ou quando, sendo funcéo continua de (a — 0),
L(a—60) > +oose (a—0) > +o0.

A demonstracéo pode ver-se em Ferguson (1967). 0O

Por outro lado, a verificar-se a admissibilidade da melhor decisdo invariante,
d(x) = x — by, que tem funcéo risco constante, o Teorema 4.23 levaria a concluir
que § é minimax. Mas, como os Exs. 5.25 e 5.26 mostram, a admissibilidade pode
falhar.

Considere-se seguidamente o caso em que 6, 0 > 0, é parametro de escala da
distribuicdo de X e em que a fungéo perca depende apenas de a/0, L(6, a) = L(a/0).
O problema da estimacéo de 6 é invariante em relacdo ao grupo multiplicativo,

G={gx=cx:c>0}

com, g.0 =cle g.a=ca. G é grupo transitivo.

Para facilitar a exposi¢do somente se trata do caso, P(X > 0) = 1, probabilidade
que a verificar-se para algum 6 verifica-se para todo o 6 em virtude de se tratar de
um parametro de escala.

Fazendo, X’ =log X, 0" = log6, vem,

L'(@,a) =L, e") = L(e* =),
ou ainda, definindo, L’(y) = L(¢e”),
Ll(el’al) — Ll(a/ _ 0/)’

da-se ao problema inicial estrutura semelhante a que se encontrou na estimacio
de um parametro de localizacéo.

A melhor funcio de decisdo invariante para estimar 6’ é da forma d(x’) =
x’ — b}, onde b minimiza,

E{L'(X’ - b)|0 = 0};
em consequéncia, o melhor estimador invariante de log 6 é,

8%x) = log x — log b,,
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onde b, = €% minimiza,

E{L[exp(X’ —b")]|0 = 1} = E{L(X/b) |6 = 1}.

Finalmente, a melhor fun¢io de decisdo invariante para estimar o parametro de
escala, 0, é, 6(x) = x/b,, onde b, é o valor de b que minimiza a expressao,
E{L(X/b)|6 = 1}. O Teorema 6.7 adapta-se facilmente ao caso presente.

Exemplo 6.14 — Com, X; LLD., X; ~ N(0,0%),i = 1,2,..., N, o problema consiste
em estimar o quando a funcio perca ¢ da forma,

L(c?,a) = [log(a/o*)]?. (6.22)

Sabe-se que T = Y, X? é estatistica suficiente para o e que T/o” tem distribuicio
do y* com N graus de liberdade. A melhor funcio de decisdo invariante para
estimar log o2 é entdo, 5°(t) = logt — bj onde b} é o valor de b’ que minimiza,

E{(logT - b')*|0* = 1}.

Logo,

(o)

by = E{logT|o* = 1} = [r(N/z)zN/Z]—lj e /U IN/D =1 ogt dt
0

00

=[T(N/2)]™! J eZzN/D~1(log z — log 2) dz

0
= ¥(N/2) +log2,

onde, ¥(u) = dlogT'(u)/du.

Finalmente, fazendo a necessaria transformacio,
5(t) = t/2exp{¥(N/2)},

ou seja,
6(x) = {Zx’}/2 exp{¥(N/2)},

é a melhor funcio de decisio invariante para estimar o quando a funcio perca
tem a forma indicada [Ferguson (1967)]. U

Exemplo 6.15 — Seja a amostra casual, X = (Xj, X,, ..., Xy), X; LLD. com fungio
de densidade,
f(x16) = [T(ey)8%] e/ 0x% =1 x >0,

onde a é conhecido e & > 0 é parametro de escala. Pretende determinar-se a
melhor funcdo de decisdo invariante para estimar 0, quando a funcdo perca é

L(0,a) = (a—0)?/0.
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Sabe-se que T = XX, é estatistica suficiente para 6 e tem funcdo de densidade,
g(t16) = [[(Neay)gN% |t /0N =1t > ¢,

que indica ser 8 também parametro de escala para T. A melhor funcdo de decisdo
invariante para estimar 6 é entéo, 5(t) = t/b,, onde b, é o valor de b que minimiza,

o

_ E{T?|0 =1}
7 E{T|6=1}

portanto, vem 8(t) = t/(Ngy + 1) ou 8(x) = (3x;)/(Nety + 1). (Ferguson (1967)]. O

isto é,

Exemplo 6.15 — Continuagdo. Considere-se a nova funcéo perca,
L(0,a) = (a/0) — 1 — log(a/0);

a melhor funcéo de decisdo invariante passa a ser, 6(t) = t/b,, onde b, é o valor de
b que minimiza,

E{[(T/b) — 1 —10g(T/b)]|0 = 1},

isto é, by = E{T |6 = 1} = Ngy. Logo, §(t) = t/Na, ou 6(x) = (Zx;)/Nay; note-se
que,
Efd6(X)} = Ef{(EX)/Nay} =0,

e como §(X) é funcio da estatistica suficiente completa, T, §(X) é o estimador
UMVU. O

O Teorema 6.8 estabelece condigdes em que o melhor estimador invariante é
minimax. Quando se considera uma amostra casual de uma populacdo Normal,
N(0,0?), com ¢ conhecido, o Teorema 6.7 permite concluir que a funcéo de deci-
sdo 8(x) = x [baseada na estatistica suficiente X X;] é a melhor invariante quando
a funcio perca é quadratica [b, = E{X} = 0] e o Teorema 6.8 permite concluir
que também é minimax. O teorema seguinte cuja demonstracido pode ver-se em
Ferguson (1967) mostra que X continua a ser o melhor estimador invariante e a
ser minimax para uma mais ampla classe de fung¢des perca,

Teorema 6.9 —Se X = (X, X,, ..., Xy) é amostra casual de uma popula¢do Normal,
N(0,0?), com variancia ¢ conhecida, entdo X é o melhor estimador invariante e
o estimador minimax de 6, sempre que a funcdo perca, L(0,a), seja func¢do nao
decrescente de |a — 0| e E,{L(X)} exista e seja finito. (JC]
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Retome-se a estimacio da localizacéo, 0, feita através da melhor func¢io de deci-
sdo invariante, §(x) = x — by, dada pelo Teorema 6.7. Encontra-se aqui ilustrada
a equivaléncia (que na sec¢do 5.7 se afirmou ser virtual) entre tal funcdo de deci-
sdo e a func¢do de decisdo Bayes (generalizada) contra a distribuicéo a priori ndo
informativa.

Com @ = (—o0,+00), tome-se a distribui¢do a priori ndo informativa (corres-
pondente a medida Haar invariante), h(0) « 1. Por (6.13),

f(x160) = f(x-0),

hO|x) = fGx—6)/ j - 6)do
= f(x—0);

dada a funcéo perca, L(0,a) = L(a — ), o risco a posteriori assume a forma,

—+00

r(a) = J L(a—0)f(x —0)dob.

Fazendo, 0 = x — y,|d0/dy| =1,

“+o00
@=Ly +a-0f)dy
= E{L(X - b)}, [b=x—al
Dado x, a ac¢éo Bayes contra h, a;, que minimiza r.(a) é, obviamente,
a, = x — by,
onde b, é o valor de b que minimiza E,{L(X —b)}. A equivaléncia é, pois, bem clara.
Na estimacdo da escala, 6, ® = (0,+0), tome-se a distribui¢do a priori ndo
informativa, h(f) oc 1/0. Vem, h(0|x) o (1/6%)f(x/6), e, com L(6,a) = L(a/0),
fazendo x/6 = y,
n@= | 1/
0
= Ep_{L(X/b)} [b = x/al.
Dado x, a ac¢do Bayes contra h, @, que minimizar r,(a) é, como se vé,
a, = x/b,,

onde b, é o valor de b que minimiza E,_ {L(X/b)}.
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6.4 Melhores estimadores invariantes [I1]. Estimadores Pitman

Considere-se uma amostra de N observagoes, X;, X,, ..., Xy, ndo necessariamente
independentes, com distribuicdo conjunta em que € é parametro de localizacéo,
quer dizer, X; — 6, X, —0, ..., Xy — 0, tém distribui¢io independente de 6. Supondo,
sem perda de generalidade, que X,i = 1,2,..., N, sdo variaveis aleatorias continuas,
a respectiva funcdo de densidade conjunta pode escrever-se,

flx, %9, x510) = fq —0,x,— 0, ..., x5 — ). (6.23)

Com X = RN considere-se a estimacéo de  com funcio perca, L(,a) = L(a — 0).
O problema ¢ invariante em relacéo ao grupo de transformacdes,

&, %, s xny) = (0 + e, x4+ ¢, xy +¢), CcER,

sendo g.0 = 0 + ¢, g.a = a + c. Evidentemente, G é grupo transitivo. Qualquer
estimador invariante deve satisfazer a relacio,

60 +¢,% +¢ .y xy +¢) =0(x;,%,...,x5) + 0,

para todo o (x;,x,,...,xy) € R¥ etodooc € R.

A estimacéo de 8 pode transformar-se num problema unidimensional, embora
condicional, de modo a ter acesso a doutrina da seccdo anterior. Um possivel arti-
ficio — a que adiante se da expressdo mais geral — consiste em mudar de variaveis,

(X, Xy Xig) = (Y, Yoo, Yy, Xa), Yy = X — Xy, j= 1,2, , N — 1,

onde, Y = (Y;,Y,, ..., Yy_1), tem componentes cuja distribui¢io ndo depende de 0,
porquanto,

V=X - Xy=X,—0-(Xy—0), j=12...N-1,

e em admitir que a experiéncia se realiza em duas fases: na primeira, observa-se
Y; na segunda, observa-se Xy | Y. A decomposicdo em duas fases pode traduzir-se
em termos da funcio de densidade conjunta de (Y, Xy) [note-se que o Jacobiano
da transformacao ¢ igual a um],

F1 Yoo s -0 fGin 1, 0),

onde 6 é parametro de localizacido da distribuicdo de Xy | Y.
A matéria da seccdo anterior — Teorema 6.7 — leva a conjecturar que o melhor
estimador invariante no problema condicionado é,

So(X1, Xz o, Xny) = Xy = bo(Yy, Yo, o, Yiyoy),
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ou,

5 (X) = Xy — by(Y), (6.24)
onde, para cada y, b,(y), se existir, é o numero tal que,
Ef{L(Xy — by) |y} = inf, E{{L(Xy — b) |y} (6.25)

De facto pode demonstrar-se que a conjectura é verdadeira. No entanto, a demons-
tracdo vai fazer-se numa perspectiva mais geral.

Nota-se, primeiramente, que na analise condicionada, em vez de tomar, Xy | Y,
pode tomar-se, §(X)|Y, onde § é um qualquer estimador invariante; 5(X) = Xy
€ caso particular do segundo porquanto ¢, manifestamente, estimador invariante.
Assim, a funcéo de decisdo, &), dada por (6.24), pertence a familia introduzida no
seguinte,

Lema 6.1 — Se § é um estimador invariante qualquer, a condi¢io necessaria e sufi-
ciente para que &; seja invariante é que,

5(x) = 6(x) + W(x), [a]

onde, W(x) é qualquer fung¢io invariante,
Wx+cl)=W(x), 1=(1,1,...,1), (b]
paratodoox € RN ec € R.
Dem. Verificando-se [a] e [b] tem-se,
Si(x+cl)=0x+c)+W(x+cl)=6x)+c+ W) =§x) +c,

e J; é invariante. Por outra parte, se J; é invariante, seja,

W(x) = §;(x) — 6(x).
Entao,

W(x +c1) = §(x +x1) — 6(x + x1)
=6(x)+c—d0(x)—c=W(),

e verificam-se [a] e [b]. 0d

Combinando com o Teorema 5.7 [W(x) sendo invariante é necessariamente
funcéo de invariante maxima] e notando que, no caso presente [veja-se Lehmann
(1983)], qualquer invariante maxima é funcdo das diferencas, ¥, = x — xy,
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i=1,2,...,N—1—veja-se Ex. 5.14 — obtém-se a expressio geral dos estimadores
invariantes da localizacéo, 6 [onde se tomou W = —b],

61(X) = 6(X) — b(Y),

donde sai, evidentemente, (6.24)"°.
A proposi¢do que permite concluir que (6.24), com (6.25), é a melhor funcéo de
decisao invariante contém-se no,

Lema 6.2 — Se X = (X, X;, ..., Xy) tem distribuicdo (6.23), sejam Y; = X; — Xy,
i=12..,N—1eY = (Y,Y,,...,Yy_;). Na estimagdo de 6 com funcio perca,
L(0,a) = L(a — 0), suponha-se que existe um estimador invariante, §, com risco
finito, e que para cada y existe um nimero, b(y) = by(y), que minimiza,

Ep{L[6(X) = b(y)] 1 y}-
Entéo, o melhor estimador invariante existe e tem por expresséo,

87 (X) = 8(X) = by(y).
Dem. Sendo §; um estimador invariante qualquer,

R(0,8) = B{LISX) — b} = E{EALIS(X) — bOV)] | Y3,
onde,
E{E®L[S(X) = b(V)]| Y3} =
= [ [ BALI0O0 = B 13103 ) iy

Mas,

E{EALIS(X) = b(N] Y3} 2 E{E{L[S(X) — by(Y)] [ Y3}
= Ep{L[6(X) = by(D)]}
= R(0.5),

e a demonstracdo fica completa pois a minimizacdo enunciada faz sentido por §
ter risco finito, isto é, E,{L[6(X)] |y} < co. 0O

B0 artificio que conduziu a (6.24) consiste afinal em seleccionar uma funcéo de decisdo invariante
— optou-se, para melhor intuicéo, por Xy — transformando o problema N-dimensional em unidi-
mensional condicionado pela estatistica invariante maxima,

Y =X — Xy ooes Xnyo1 — Xn)s

que é, alids, uma estatistica ancilaria pois a sua distribuicio nao depende de 6.
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Repare-se que o Teorema 6.7 é caso particular da proposic¢io acima obtida com
N = 1. Note-se também que o Lema 6.2 modifica-se facilmente para dar cobertura
a estimagéo invariante de pardmetros de escala [veja-se Lehmann (1983)].

A proposicdo seguinte, cuja demonstracdo pode estudar-se no autor referido,
diz respeito ao problema de existéncia.

Lema 6.3 — Nas condi¢des do Lema 6.2, se L(6,a) = L(a — 0) é funcdo convexa
e ndo mondtona de (a — 0), entdo existe para 0 um estimador IRM; se é funcdo
estritamente convexa, existe um estimador IRM e é nico. [JOJ

Uma anélise moldada na que foi efectuada no final da sec¢do anterior mos-
tra que §,(X), tal como definida em (6.24) e (6.25), é funcdo de decisdo Bayes
generalizada'®.

A fungdo de densidade conjunta de (Y;,Y,, ..., Yy_;, Xy), quando 6 = 0, pode
escrever-se,

Fs Yoo oos Ynes X8) = fr + X, o5 Yoy + Xy, X)),

onde f é a funcéo de densidade introduzida no 2.° membro de (6.23). A funcéo de
densidade marginal de Y vem dada por,

f(J/pJ’z: ""yN—l) = Jf(% + XN, o YN-1 + xN>xN) de;
a funcdo de densidade de Xy condicionada por Y, quando 0 = 0, é,

fn +xns e yn o1+ Xns Xy)
ff(Jﬁ + XNy IN—1 T XN, Xy) dXy

flenly, 0=0)=

Por outro lado, com © = (—oo, +00), h(#) o 1, a expressdo do risco a posteriori é,
[ L@a—0)f(x,—6,....xx_ — 0,xy —6)d6

r(a) = v
Jow [ =0,.,xy_1 — 0,xy — 0)dO

substituindo 8 por xy — z, e notando ser x; — xy = ¥,,i = 1,2,..., N — 1, vem,

ra) = J+w L(z+a—xy)f(z|y,0 =0)dz

= Ef{L(Xy - b) |y}, [b =xy —al

Confrontando com o caso unidimensional chega-se a conclusdo de que no caso
N-dimensional também se verifica a equivaléncia entre a melhor func¢io de deciséo
invariante e a fungdo de decisio Bayes generalizada'®.

4 A prova podia fazer-se para os estimadores [a] do Lema 6.1.
5 A demonstragdo quando 0 é parAmetro de escala corre nas mesmas linhas.
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Quando a funcéo perca é quadratica, (6.24) é conhecido por estimador Pitman
para a localizacdo. Sendo, L(0,a) = (a — 0)?, tem-se, de (6.25),

Ef{L(Xy — b)| Y} = Eof(Xy — b)*| Y},
expressdo que é minima para,
by = Eo{Xy | Y},

donde,
3(X) = Xy — Eo{Xy | Y} (6.26)

Recordando a forma de f(xy|y, 6 = 0), o estimador Pitman para a localizagiao
assume o aspecto,

B [ xn fQYy + xn, e, Yy — 1 + Xy, XN) dxy (6.27)
Jf(Yl +xN,...,YN71 +xN,xN)de ’

8 X)= XN

finalmente, fazendo xy = Xy — 0, isto é, 0 = Xy — xy, 0 estimador vem na forma

habitual,
[0f(X;—0,X;,—0,..., Xy —0)dO

[fX—0,X,-0,...Xy—0)d0

Se as variaveis, X, Xy, ..., Xy, s80 LLD. com funcéo de densidade f, tem-se, em vez
de (6.28),

50 (X) =

(6.28)

[ 61Lf(X; — 0)do
JILf(X;, - 6)do

Os exemplos que vdo ser apresentados foram recolhidos em Mood, Graybill e
Boes (1974).

50 (X) =

(6.29)

Exemplo 6.16 — Com X; LLD., X; ~ N(0,1),i = 1,2,..., N, o estimador Pitman do
parametro de localizagéo, 9, é, por (6.29),

500 = [ 00z exp = 230x - 02} ao fmwﬁ)N exp{-23(X, - 0} do

J—00

+00 +o00
_ | 96Xp{—§92+92Xi}d9/ J exp{—g92+92Xi}d6’

_ (j: 0 exp {—g(e - Y)Z} do/ J_:o — {—%(9 - Y)Z} do
= JE: O\ N /2 exp {—%(9 — Y)Z}de/ J_:o \/Wexp {—%(9 - Y)Z}dG,

donde, finalmente, §,(X) = X, que é também o estimador UMVU. [J
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Exemplo 6.17 — Se X = (X, X, ..., Xy), X; L1D., com distribui¢do Uniforme no
intervalo, [0 — (1/2),0 + (1/2)], 6 parametro de localizacdo, o estimador Pitman
tem por expressio,

6(X) = JGHI(9—§,9+%)()Q) de/ J HI<9_§)9+%)(Xi)dQ

= JGHI(XX-—%,X#%)(Q) do/ J HI()(i—é,)(i+%)(9) do,

ou ainda, com T; = min(X;), T, = max(X)),

T+ T+

O

Quando 6 é pardmetro de escala, a conversio na estimacio de um parametro
de localizagéo, tal como foi feito no final da sec¢éo anterior, conduz, com funcio
perca,

L(0,a) = (a—0)*/6?,

ao estimador Pitman para a escala,

Ja/0" ) f(X,/0,X,/0, ..., Xy /0)dO

5S(X) = I(1/9N+3)f(X1/9, Xz/e,---,XN/Q)dG’ (6.30)
ou, quando as variaveis X; sdo L1D,,
oo J@/ONTAIF(X/6) d6

Exemplo 6.18 — Com X = (X, X,,..., Xy), X; LLD. com func¢io de densidade,
f(x10) = (1/0)I4)(x), o estimador Pitman para o parametro de escala,

5 (X) = L (1/6°)11(1/6) I 9)(X;) dO/ L (1/6°)I1(1/6)10,9)(X)) dO

(o)

-,

(o) [oe]

J o~N-2qg/ 6N ~3dp
max(X;) max(X;)

= [(N + 2)/(N + 1)] max(X)).

(o)

07N "MLy o)(0) d6/ J 67N Iy o) (0) dO

0

Como max(X;) é estatistica suficiente completa para 6 e
Ep{max(X))} = [N/(N + 1)),
tem-se que o estimador UMVU é [(N + 1)/N] max(X;). O
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Exemplo 6.19 — Se X = (X,X,,..., Xy), X; LLD. com func¢io de densidade,
f(x]0) = (1/6) exp{—x/6}, x > 0, o estimador Pitman de 0,

5(X) = j (1/6°)(1/6") expl—3X,/6} db/ j (1/6%)(1/6Y) expl—2X,/6} d6
- rw/zxi)N“e-%zxi/wZ) do/ rm/zx)N”e-%zxi/wZ) do,
onde se fez, v = 2X; /0. Assim,

S X) = (ZXl)J a)Ne_’*’da)/J N tledw
0 0
= SX/(N + 1).

Como pode verificar-se, o estimador UMVU é XX;/N. Tanto XX;/N como
>X;/(N + 1) sdo estimadores invariantes; no entanto, em face da doutrina exposta,
se a fungdo perca for, L(0,a) = (a — 0)*/6?%, o segundo tem funcio risco uniforme-
mente inferior a do primeiro. [J

Voltando a considerar pardmetros de localizacdo, Girshick e Savage (1951)
demonstraram [em condi¢des mais gerais do que as indicadas] o seguinte,

Teorema 6.10 — Se X = (Xj,X,,..., Xy) tem distribuicdo (6.23) e se o estima-
dor Pitman definido por (6.26) tem variancia finita, entdo o estimador Pitman
é minimax.

Dem. Veja-se Lehmann (1983). 0

O teorema acima contém uma condigao suficiente. Outra aproximacao ao pro-
blema pode ser feita através da extensdo do Teorema 6.8 ao caso condicionado
[vejam-se Blackwell e Girshick (1954) e Ferguson (1967)].

A admissibilidade — propriedade mais forte do que a minimax — ¢é natural-
mente problema mais complexo. De facto, em termos gerais, uma func¢io de deci-
sdo IRM mesmo que seja inadmissivel tem uma razoavel possibilidade de ser mini-
max [veja-se a sec¢do 6.6]. O problema da admissibilidade do estimador Pitman foi
estudado por Stein (1959) a quem se deve uma condicéo suficiente que pode ver-se
em Zacks (1981). O seguinte resultado [Lehmann (1983)] é um caso especial,

Teorema 6.11 — Se X, i = 1,2,..., N, sdo LLD. com densidade f(x — 0), e se existe
um estimador invariante, &,, de 0, tal que E,{|5(X)|*} < oo, entdo o estimador
Pitman definido por (6.26) é admissivel. (1]
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Como era de esperar o estimador Pitman é Bayes generalizado [veja-se analise
pag. 290-295]. Esta conclusio é alids imediata quando se atende a escrita habitual:
de (6.28), com L(0, a) = (6 — a)?, conclui-se imediatamente ser, §,(X) = E{0 | X}; de
(6.30), com L(0,a) = (0 — a)?/0?, tem-se

E{1/6|X}

%00 = Hrerxy

Para entender bem a segunda expresséo faca-se o confronto com (6.52) e recorde-
-se que no caso do parametro de escala a distribui¢do a priori ndo informativa é

h(8) o 1/0, donde,

h(O|x) oc (1/6N+1) f(x,/6,%,/0, ..., xx /),

ou,

h(@ | x) oc (1/60™ DI f(x; |0),

quando a amostra é casual.

Nos Exs. 6.16, 6.18 e 6.19 fez-se ligeiro confronto entre estimadores UMVU
e melhores estimadores invariantes. Em termos gerais nao se pode ir além de
algumas simples notas [veja-se Lehmann (1983)]:

(i) Os estimadores UMVU resultam bem no quadro das familias exponenciais,
mas néo existem praticamente para as familias grupo [familias obtidas aplicando
a variavel experimental um grupo de transformac¢des — notem-se, por exemplo,
(6.13), (6.14) e (6.15)], dominio por exceléncia dos estimadores invariantes, havendo
entre as duas familias pouco em comum'®.

Sao exemplos de familias grupo, a Normal [que pertence também a familia
exponencial], e, entre outras, a Exponencial Dupla,

f(x]6,,6,) = (1/26,) exp{—|x — 0, | /6,}, —00 < x < 400,
a Cauchy,

fCe16,0y) = (0,/m{1/165 + (x = 01}, —00 < x < +oo,
a Logistica,

Fx160,65) = (1/6,){eC0/% /1 4+ e C=B/E ]y —c0 < x < +oo,

16 Por exemplo, quando 0 é parametro de localizagio, a variavel aleatéria, X, tem distribuicio da
familia exponencial uniparamétrica e da familia grupo (aditivo ou localiza¢do) quando e s quando,
X tem distribui¢cdo Normal (com variancia conhecida), ou X = clogV, ¢ # 0, Y com distribuicdo
Gama. Para outros aspectos veja-se Lehmann (1983).
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a Uniforme,

0. 0.
f(XI91,92)=(1/9z), 01—?2<x<91+52,

sendo em qualquer dos casos, —co < 6; < +o0 e 6, > 0.

(ii) Enquanto os estimadores UMVU dao bons resultados com fungio perca
convexa, os melhores estimadores invariantes ndo se encontram dependentes de
tal restricdo. Em particular, se a funcéo perca é limitada, ndo existem estimadores
UMVU.

(iii) Os estimadores UMVU séo frequentemente inadmissiveis; os melhores
estimadores invariantes [veja-se o Teorema 6.11 que diz respeito aos estimadores
Pitman] sdo admissiveis em condi¢des ndo muito restritivas.

(iv) Com fungdo perca quadratica demonstram-se as seguintes proposicoes:

[A] Quando 6(X) é um estimador invariante com enviesamento constante, v,
entdo, 6(X) — v, é invariante, ndo enviesado e tem risco inferior ao de §(X);

[B] O melhor estimador invariante, sendo tnico, é nio enviesado;

[C] Se um estimador UMVU existe é o melhor estimador invariante [veja-se o
Ex. 6.16; nos Exs. 6.18 e 6.19 néo ha coincidéncia pois a funcdo perca néo é
quadratica].

6.5 Admissibilidade com funcao perca quadratica

Como certamente ndo passou despercebido, no tratamento dos problemas de esti-
macdo ha forte tendéncia para introduzir func¢des perca quadraticas,

L(6,a) = A(6)(0 — a)®, A(0) > 0,

onde A() é um factor de ponderagéo que para maior simplicidade se toma muitas
vezes idéntico a unidade.

Dado que para cada @ € © [©® = R] ha sempre uma € A [A = R] para o
qual o minimo de L(0,a) é igual a zero, a func¢do perca é idéntica a funcéo pesar.
Em contrapartida, como se trata de fun¢io nao limitada, pode conduzir a que a
maxima perca esperada seja infinita para toda a classe de fun¢des de decisdo o que,
naturalmente, facilita muito pouco o estudo das solugdes minimax.

Ha varios argumentos'’ para justificar ou desculpar o emprego de funcdes
perca quadraticas. Primeiro, por darem uma boa aproximacio de funcdes perca na
vizinhanca do respectivo minimo desde que essas fun¢des nio sejam demasiado
achatadas nessa regido; alids, nos problemas que envolvem a distribuicdo Normal,
a fungéo perca quadratica serve tdo bem como qualquer funcgéo perca crescente

17 Veja-se secgio 4.2.
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com |0 — a|. Segundo, pode aduzir-se a relagdo da funcdo perca quadratica com o
erro quadratico médio ou com a variancia se a funcdo de decisdo é nio enviesada.
Terceiro, e complementarmente, ha que destacar a acessibilidade ao tratamento
matematico.

O primeiro resultado que vai apresentar-se é consequéncia da bem conhecida
desigualdade de Frechet-Cramér-Rao. Considere-se o vector aleatério, X, com fun-
¢do de densidade na familia, F = {f(x|6) : 6 € O}, satisfazendo as condi¢des
de regularidade [veja-se Cramér (1946)] requeridas para estabelecer essa desigual-
dade; seja, D, a classe das fun¢des de decisdo puras ou classe dos estimadores de 0,
com § € D, escreva-se,

Ef6(X)} = 0 + vs(0), (6.32)

onde v5(0) é o enviesamento de J, e retenha-se a desigualdade de Frechet-Cramér-
-Rao na forma de interesse para o caso presente,

R(0,0) = Ep{L[0,5(X)]} = Ep{[6(X) — 0]°}
2 [vs(O)F + [(1 + v3(0))*/ T (O)] = Q5(0),

onde, v§(0) = dvs(0)/d0, J(6) é a quantidade de informacao de Fisher,

(6.33)

1) = j [01og f(x|6)/961 f(x|0) dx
= - J[az log f(x|0)/30%] f(x|0) dx,

e Q5(0) é a forma abreviada do 2.° membro da desigualdade.
O teorema seguinte, devido a Hodges e Lehmann (1951), estabelece uma con-
dicdo suficiente de admissibilidade,

Teorema 6.12 — Se §, € D tem erro quadratico médio igual ao segundo membro
da desigualdade FCR para todo o 6 € © e se para qualquer outro §; € D, a relacdo
Qs,(0) £ Q5 (0) para todo o 6 € © implica vs (0) = v5 () para todo o 6 € ©, entdo
&, € admissivel quando a funcéo perca é quadratica.

Dem. Se 8§, ndo é admissivel existe §; tal que, R(6,6,) < R(0,8,) paraf € O e
desigualdade estrita pelo menos para um valor de 0. Verificando-se, R(0,8,) =
Qs,(0) para todo o 0 € ©, tem-se,

Q5,(0) < R(0.6,) < R(0.5)) = Q5(0),

ainda para todo o 6 € ©. De acordo com a hipétese, vs (6) = vs (6) para todo o
6 € ©; portanto, v§ 0 = véO(Q) e Q5 (0) = Q5,(0) para todo o 0 € © o que contradiz
a dominacio estrita de &, por ;. Logo, §, é admissivel. 0O
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Note-se que o teorema permanece valido quando a funcédo perca é da forma,

A(0)(6 — a)?.

Exemplo 6.20 — Se X é uma amostra casual de dimensdo N de uma populacio
N(0,1) — faz-se o = 1 para simplificar — o teorema anterior permite demonstrar
que o estimador habitual, §(X) = X é admissivel. Tem-se que X tem erro quadra-
tico médio, 1/N, igual ao segundo membro da desigualdade FCR, com v(0) = 0.
Seja, §, um estimador de 0 tal que para todo o 6 € ©,

R(0,8) < R(6, X),

isto é,
[vs(@)]* + [1 +5(0)]*/N < 1/N, (6.34)

para todo o 6. Como as parcelas do primeiro membro ndo podem ser negativas,
[1+v@OF <1 = 2@+ <0 = %O <0,

e ainda,
(@] <1/N = |v5(0)|limitado.

Se a funcio v5(0) é limitada e se v5(0) < 0, pode mostrar-se que existe uma sucessao
de valores de 6, seja {6}, k = 1,2,..., tal que v§(6,) — 0 quando 6, — . Com
efeito, suponha-se que tal nao se verifica e que v§(6,) < —e¢ para todo o0 k = k;
v5(0) decrescia continuamente e ndo podia ser fun¢ao limitada. De modo analogo
se demonstra que existe uma sucessdo de valores de 0, {Gj}, j=12,.. tal que
v3(6;) — 0 quando 6; — —co. Consequentemente, por (6.34) verifica-se que também
v5(6) — 0 e v5(6;) — 0, quando 6 — oo e §; — —co. No entanto, como vs(0) é
monoétona, deve ser v5(6) = 0, isto ¢, v5(8) = 0 = v(0) e, pelo Teorema 6.12, X é
estimador admissivel de 8 quando a funcéo perca é quadratica [Hodges e Lehmann
(1951); veja-se Lehmann (1983) para uma demonstracgao diferente]. U

Ao estudar em que termos, T(X), estimador nio enviesado de 7(0), E/{T(X)} =
7(0), tem variancia igual ao segundo membro da desigualdade de FCR, demonstra-
-se [ver, por exemplo, Zacks (1971)] que a condicdo necessaria e suficiente é que X
tenha distribuicdo da familia exponencial,

F(x16) = C(60) exp{0T(O}H ().

Face ao Teorema 6.12 a questdo que naturalmente se poe é a seguinte: se o estima-
dor néo enviesado de 7(0), seja T(X), esta nas condigdes acima, fica a respectiva
admissibilidade garantida?
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Para dar uma resposta considere-se primeiramente o importante,

Lema 6.4 — Seja X uma variavel aleatoria com média 0 e variancia o*. Com fungéo
perca quadratica, X + f é estimador inadmissivel de 8 quando:

(i) «>1,0u
(i) @ <0, ou
(i) @ =1, B # 0.

Dem. Designe-se, R[0, (a, f)] o risco de aX + f§; tem-se,

R[0,(a, p)] = E{(aX + p — 0)}

=a*c® + [(a — 1)0 + B~
(i) Se a > 1, entio,
R[O,(a, )] = a*c? > o = R[6,(1,0)],
e aX + f é dominado por X.

(ii) Se @ < 0, entdo, (@« — 1)* > 1 e, consequentemente,

2

RI6. (@ )] 2 [(@ — DO+ B2 = (a— 1|0+ i]

a—1
>Jo+ L] = Rig. 0./~ )L
a—1

desigualdade que mostra ser X + S dominado pelo estimador constante, § =

B/(a—1).
(iii) Neste caso, X + f = X + f, estimador que é dominado por X, porquanto,
R[0,(1, H)] = R[6, (1,0)] + p*.
0d
Suponha-se que X tem funcéo de densidade,
f(x]0) = C(0) exp{fT(x)}H(x), (6.35)
sendo o espaco natural do pardmetro © formado pelo intervalo,

©=(0,0"), —0< @ <O < +oo. (6.35)
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Para estimar Ep{T} = 7(6), o lema anterior mostra que qualquer estimador admis-
sivel tem de ser da forma,

oT) =1/ + )T+ [yA/(1 + V)], (6.36)

com 0 £ 1 < 400 [caso correspondente a 0 < o < 1, no Lema 6.4].
Pode agora apresentar-se a condicdo suficiente de admissibilidade devida a
Karlin [vejam-se Zacks (1981) e Lehmann (1983)]:

Teorema 6.13 — Nas condicdes (6.35), (6.35"), uma condicédo suficiente de admissi-
bilidade para o estimador (6.36) de 7(0) = Ep{T}, com fungéo perca quadratica, é
para algum (e portanto para todos) 08’ < 6, < 6", os dois integrais,

0
LO

tenderem para infinito quando 6 tender para 8" e 6’ respectivamente.

6
eTO[C(O)]*dO e J e"[C(0)]do,
%)

Dem. Veja-se Lehmann (1983). 0™

Como consequéncia imediata tem-se,

Teorema 6.14 — Se com (6.35) o espaco natural do pardmetro é toda a recta real,
0 =R, entio T é estimador admissivel de 7(f) = Ep{T}, com funcdo perca
quadrética.

Dem. Com A = 0 e 6 = 1, os dois integrais do teorema anterior tendem para
infinito quando 6 — +oco. ([

Estdo nas condicdes deste teorema a Normal com varidncia conhecida
(o Ex. 6.20 corresponde a este caso)'®, a Binomial e a Poisson; o mesmo nio se
passa com a Gama e a Binomial negativa.

6.6 Estimacao da média da Normal k-dimensional’

A presente sec¢io vai dedicar-se essencialmente ao estudo de um caso notavel de
inadmissibilidade com funcéao perca quadratica, no contexto do qual se introduzem
os estimadores de James-Stein ja referidos de passagem (Ex. 4.6). Este estudo tem
ainda a particularidade de mostrar novos aspectos do confronto entre classicos
e bayesianos.

8 ComT = X er() =0.
19 A leitura da secciio nio é indispensével ao prosseguimento do estudo.
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Considere-se a observacdo de uma variavel aleatéria k-dimensional, X = (X,
X5, ..., Xi), com distribuicio Normal, Ni(0, I,), onde, 8 = (6,,6,,...,6,), é o vector
dos valores esperados, 6, = E{X;},i = 1,2,..., k, e I, a matriz identidade de ordem k.
Quer dizer, as variaveis X; sdo independentes, X; ~ N(0,1),i =1,2,..., k.

Na pratica cada X; pode designar a média de N observacdes independentes,
X; ~ N(0,0%),j = 1,2,...,N. Entdo, X; ~ N(6,0°/N) e supondo ¢* conhe-
cido, hipdtese inicialmente admitida®, uma mudanca de escala permite substituir
o?/N por 1 e obter a formula¢io canénica do paragrafo anterior. A simplificacio
foi ja varias vezes adaptada ao proceder a estimacio através de <uma> observa-
cdo de uma estatistica suficiente; presentemente, trata-se de trabalhar com <uma>
observacéo de uma estatistica k-dimensional suficiente para 8, em que se operou
eventualmente uma mudanca de escala.

O problema consiste em estimar 0, 8 € © = RF, portanto,a € A = RF, com
funcéo perca quadratica,

k
L(0.2) = ) (6. —a)’
=1 (6.37)
=(@-a)@-a)
=[6—-al?

todo o estudo é pois condicionado por esta forma da func¢io perca.
O estimador «classico» (para todos os efeitos o vector das médias),

0=0X) = (X, X,,....X,) = X,

tem propriedades conhecidas: maxima verosimilhanga, linear, ndo enviesado e
melhor invariante em relagio ao grupo aditivo em R¥. A teoria em que se apoia
vem de Gauss, embora, no que toca ao nio enviesamento nio haja justificacdo
indiscutivel.

Se k = 1, o Teorema 6.8 permite concluir que 0é minimax; adicionalmente, o
Teorema 6.12 [veja-se Ex. 6.20] permite demonstrar que 0 é admissivel.

Com k inteiro positivo qualquer continua a demonstrar-se que 6 é minimax:
esta-se em presenca de uma funcio de decisdo igualadora,

k
R0.0)= Ep )30~ Xt = By {10~ X[} =k, (638)

i=1

a que pode aplicar-se a doutrina do Teorema 4.26 [veja-se o Ex. 4.16 e alargue-se
a k dimensdes tomando, h,(0) = N.(0,7%L)].

20 Os casos, X ~ N(0,0%I.) e X ~ Ni(0,) sio adiante referidos.
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Com a admissibilidade o panorama é diferente. Durante muitos anos pensou-
-se que 6 era optimo em todos os sentidos e, portanto, também admissivel; no
entanto, embora Stein (1956) tenha demonstrado que para k = 2, 6 ¢é ainda admis-
sivel, James e Stein (1960) mostraram que para k = 3, 6 deixa de ser admissivel!
Esta conclusao provocou perplexidade e controvérsia que nio se pode considerar
encerrada®. Asreac¢des desfavoraveis sdo compreensiveis por nio ser facil aceitar
a «dessacralizacdo» da média aritmética®® ainda por cima no contexto da distribui-
¢do Normal concebida por Gauss exactamente pelas propriedades que lhe confere.

James e Stein demonstraram que, para k 2 3, o estimador classico, é ¢é estrita-
mente dominado pelo estimador que hoje tem o seu nome,

k-2
875(X) = (1 - )X, (6.39)
I X2
ou, componente a componente,
k—2
§°(X) = (1 - ))g. (6.39")
l I X
Para futura referéncia convém apresentar o estimador de James-Stein na expressio
mais geral,
6X)=p+ (1 - L%) X-p), (6.40)
I X = ul
ou, componente a componente,
§X) = + (1 - k;22> (X — m), (6.40")
| X —pl

A génese dos estimadores de James-Stein foi estudada por varios autores [citam-se,
por exemplo, Lindley (1962) e Zellner e Vandaele (1975)]. Faz-se aqui apenas uma
tentativa para descrever uma possivel motivacdo do seu emprego (que deve ser
complementada com o estudo da operagio de «shrinking» adiante referida) antes
da apresentacdo um tanto mais rigorosa das suas propriedades.

A motivacdo para a estrutura geral do estimador (6.40) [ou (6.39)] — ndo para a
sua forma funcional especifica — pode resultar das seguintes consideragdes:
suponha-se que a priori se atribui uma elevada probabilidade as relacoes 6, = p;,

21 Repare-se na adverténcia feita ha tempos por Efron (1975): «An equivalent of the Surgeon-General’s
warning may be in order: these methods are not perfectely understood yet, and are still the subject of
heated controversy among statisticians».

2 Insista-se, mais uma vez, que em 0 = (X1, X, ..., X;), a i-ésima componente, X;, pode estar no
lugar da média das i-ésimas componentes de N vectores k-dimensionais independentes (amostra
casual).
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i=12,...,k[ouf, =0,i=1,2,...,k]. Entdo parece coerente comecar por ensaiar
a hipotese,
Hy: 0 = py, ... 0 = s

se H, for aceite, pode propor-se g como estimador de 6; se H, nio for aceite, pode
propor-se X como estimador de 8. A melhor regido de aceitagio para Hj é da forma,
(X, — )? = | X — p|? £ S; assim, em sintese, o estimador assume o aspecto,

(n selX-pPss,
5(X)‘§x se|X—pl?>s.

Um procedimento mais «suave» consiste em avancar com um estimador definido
pela expressao,

8X) =W(IX-pDX+[1-W(X - pDlp

onde a func¢io de ponderacdo, W, em vez de tomar apenas os valores 0 e 1 como
no caso anterior, é uma funcio continua e monétona crescente tal que, w(0) = 0,
e W(|X - p) =1 quando | X — p| — co.

Voltando ao estimador de James-Stein na forma mais corrente®® — (6.39) —
mostra-se adiante [Teorema 6.16] que a respectiva funcio risco assume a forma,

R(0,87%) =k — (k — 2)°E{1/| X |*}. (6.41)
Comparando com (6.38) tem-se, com k 2> 3,
R(8,87%) < R(6, é) para todo o0 0, (6.42)

relacdo que estabelece a inadmissibilidade de 6.

Na Fig. 6.1 comparam-se as funcbes risco, R(6,8’°) e R(®, é), construidas
tomando 6’0 como argumento.

Quando 6’6 — 0 [quando @ — 0 = origem], a funcéo risco de §/° tende para 2;
quando 0’0 — oo, a mesma funcéo tende para k, isto é, tende a confundir-se com
R(6,0). A vantagem de 8’5 sobre 6 tem expressdo mais significativa quando 6 esta
proximo da origem.

O estimador, 8%, é nio linear e enviesado, pois calcula-se,

Eg{60°(X)} = 6 — (k — 2)E{1/| X |"}6;

¢ ainda minimax: devido a (6.42) e ao facto de 0 ser minimax. Como se deduz da
respectiva formula é também néo invariante, facto que para alguns autores [por

2 As consideracdes sobre (6.39) aplicam-se inteiramente a (6.40) desde que no espago do pardmetro
se desloque a origem do ponto 0 para o ponto p.
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R(6,0)

R(0,587%)

Fig. 6.1

exemplo, J. Tiago de Oliveira, comunicacdo verbal] é inconveniente inultrapassa-
vel. E, curiosamente, é inadmissivel [veja-se Teorema 6.16].

O resultado (6.41) pode obter-se com um pouco mais de generalidade [veja-se
Lehmann (1983)]:

Teorema 6.15 — Se X,,i = 1,2,..., k, sdo LLD., X; ~ N(6, 1), o estimador de 8 dado
por,

(k-2
5.(X) = (1 e ) X, (6.43)
tem funcéo risco,
R(0.6,) =k — (k — 2)°E{[(2c — ) /IX I}, (6.44)

quando a funcéo perca é quadratica.
Dem. Designe ¥(0) o primeiro membro de (6.44),
¥(0) = Epf| 0 - 6, I°},

e ®(0) o segundo membro. A demonstragido de que ¥(0) = ®(0) para todo o 0 é
feita em trés passos:

[1] Tanto ¥(0) como ®(0) dependem de 0 apenas através de 0’0 = 2672

[2] A média de ¥(0) e P(0), respectivamente, ponderada pela fungio,

hO) = (V2w A) ™ exp{—36?/2A}, A >0, 1]

é dada para todo o B=1/(A + 1), por

J Y(0)h(0)dO = k — wB = J ®(0)h(6) d6, [11]
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com w = (k —2)(2c — ¢?). Essas médias podem interpretar-se como valores espera-
dos de ¥(0) e ®(0) quando 0 tem funcio de densidade [I].
[3] Considerando o passo [I] pode escrever-se,

¥(0) = ¥*(36?), D(0) = D*(6P).

Para a familia de distribuicdes [I], 267 é uma estatistica suficiente completa; por-
tanto®, devido a [II], ¥*(Z07) = ®*(Z6?) quase por toda a parte e como estas
func¢oes sdao continuas [veja-se Teorema 7.16] tem-se ¥(6) = ®(0) para todo o 0
como pretende mostrar-se.

Voltando aos passos [1] e [2], afinal o que falta demonstrar, e comecando pelo
segundo, vem,

E{®(0)} = k — (k — 2)E{E{(w/I X ") | 63}, (111]

retomando a interpretacdo de h(0) como densidade de 8. No segundo membro
desta expressdo, o valor esperado E{-|60} é tomado em relacdo a distribuigdo dos
X;, N(0, 1), dado 6, e o valor esperado exterior é tomado em relagdo a h(6). Como,
w/| X |?, ndo envolve 0, uma conhecida propriedade dos valores esperados condi-
cionados permite escrever,

E{E{(w/IX|*) |63} = Efw/IX |},

onde o valor esperado do segundo membro é agora tomado em relagio a distribui-
¢do marginal dos X, que facilmente se verifica ser N(0,1/B). Como neste caso
B|X|* ~ x? e se sabe que E{1/x?} = 1/(v — 2), tem-se E{1/| X |*} = B/(k — 2), e a
segunda parte de [II] fica demonstrada.

Para provar a primeira parte caminha-se em sentido inverso, considerando
primeiro o valor esperado condicionado,

SE{[6, - (1 - B) XJ*| X}, [1V]

onde, A
B=c(k-2)/IX[*. [V]

De [IV] obtém-se, para cada parcela,
V{6 1X}+ [E6 X} - (1 - B) X" = (1 - B) + (B~ B)® X7,
e, consequentemente, para a soma,

(1-B) k+ (B— B)?| X |2.

2 Recorde-se o conceito de estatistica suficiente completa.



308 Estimacao

Desenvolvendo (B — B)? com B dado por [V] e apelando para as relacdes,
E{|XI}=k/B e E{1/|X|*} = B/(k-2),

obtém-se a primeira parte de [II].

Finalmente para provar o passo [1] tem-se quanto a ¥(€) o facto de ser o valor
esperado de uma funcio de 6 e de X que depende apenas de X7, 26,X; e X607,
Aplicando uma transformagio ortogonal, (X;, X5, ..., X;) — (Y}, Ys, ..., Y}), tal que
Y, = 26,X;/(Z0%), os Y; sdo ainda independentes com variancia igual a um e com
valores esperados, E{Y;} = \/(Z6?) e E{Y;} = 0,j > 1. Em termos dos Y;, ¥(6) é o
valor esperado de uma funcio de Y7, ZIZCYJ-Z e de 207 e o resultado segue-se. O mesmo
se passa com ®(0) que é o valor esperado de uma funcio de XX?. [

As proposicoes seguintes saiem imediatamente do teorema anterior,

Corolario 6.1 — O estimador &, definido por (6.43) domina estritamente o estima-
dor classico, 0 (8, para ¢ = 0) sempre que, 0 <c<2ek = 3.

Dem. Quando 0 < ¢ < 2, 2c — c¢* > 0 e, consequentemente, R(0,8,) < k para todo
00. N

Corolario 6.2 — O estimador de James-Stein, §/°, que é igual a &, quando ¢ = 1
domina estritamente todos os estimadores §, com ¢ # 1.

Dem. O factor, 2c — ¢ assume o valor maximo 1 se e somente se ¢ = 1. [l

Considerando o ultimo corolario pode pensar-se que o estimador de James-
-Stein é admissivel. Que tal propriedade se nio verifica pode depreender-se do
seguinte,

Teorema 6.16 — Seja 83 um estimador da forma, §3(X) = (1 — B)X, onde B é uma
funcdo mondtona decrescente dos X, i = 1,2, ..., k, e suponha-se que,

Py(B>1)>0.
Entdo, R(0,8") < R(0, 83), para todo o 6, onde,
& (X)=(1-B),X
(w); = max{0, w}.

Dem. Pode estudar-se em Lehmann (1983). 0d
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Como imediatamente se reconhece, o estimador 61] 5 definido adiante por (6.45)
domina estritamente 8/°. Infelizmente consegue provar-se que também 5P ¢é
nao admissivel (porque néo é Bayes nem Bayes generalizado) embora, como diz
Lehmann (1983), néo seja possivel introduzir estimadores que apresentem nitida
melhoria em relacédo a 611 s,

Generalizando de certo modo o Corolario 6.1, Baranchik [veja-se Strawderman
(1971)] demonstrou,

Teorema 6.17 — Um estimador de 8 da forma,

k—i X,
1]

8(X) = |1—c(IX])

é minimax para k > 3 quando: (i) 0 < ¢(| X|) < 2 e (ii) a fungéo c é ndo decrescente.
0d

E curioso comparar o caso unidimensional (k = 1) em que os estimadores
minimax sdo quase sempre Unicos, com o caso multidimensional (k = 3) em que,
como o Teorema 6.17 esclarece, ha uma enorme riqueza de estimadores minimax.

O Teorema 6.16 aponta que os estimadores da familia Baranchick sdo inadmis-
siveis quando, ¢(| X |)/| X|* > 1/(k — 2) com probabilidade positiva; no entanto, a
mesma familia contém estimadores admissiveis como o de Strawderman (1971)%.

A admissibilidade é sempre definida com referéncia a uma funcéo perca, no
caso em apreco a definida em (6.35). Que se passa quando se toma outra funcio
perca, por exemplo,

L*(0,8) =216, — 67

Embora o tratamento matematico néo seja tdo claro [Efron (1975)] parece que as
conclusdes se mantém nos termos seguintes: 8/° ou alguma das suas variantes

 Strawderman obteve um estimador admissivel da familia Baranchick (portanto, também minimax).
Para o efeito, partindo de uma distribuicéo a priori propria,

h(@) =

10142201 - a) | " g
0

(2n) /2 (of> + &y«
obteve um estimador Bayes, tipo James-Stein,

8°(X) = {1~ [(k +2 - 2a)/| X 1.

[1 —2(k+2-2a)! (J

onde,1/2<a<1lparak=5e,0<a< 1parak 2 6.

Lin (1974) mostrou que para k 2 3, sendo, 3 — (k/2) < a £ 2, 8° ¢ ainda admissivel embora deixe
de ser Bayes (contra uma distribuigéo a priori propria) para ser Bayes generalizado (contra uma
distribuicéo a priori impropria).

1 -1

22072 expt (A — DI X |?/2} dﬂ) X,
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domina estritamente 6 enquanto a funcio perca for soma dos «erros» cometidos
em relagdo a cada uma das componentes de 6%°.

Como os X;,i = 1,2,...,k, sdo independentes, parece estranho que o estimador
James-Stein [ver (6.38)] faca intervir na estimacéo de 6, valor esperado de X;, as
observacdes de X;, j # i. A tese de que pode melhorar-se o estimador «classico»
em problemas independentes através da estimacdo combinada é conhecida por
efeito Stein.

Nao ha duvida tratar-se de um dos aspectos mais controversos do problema
que ja mereceu, alids, o seguinte desabafo: «Do you mean that if I want to estimate
tea consumption in Taiwan I will do better to estimate simultaneously the speed of
light and the weight of hogs in Montana» [citado por Efron e Morris (1973)].

Uma possivel contra argumentacéo [Efron e Morris (1973)] desenvolve-se nas
seguintes linhas: porqué dizer que ndo ha qualquer relacgéo entre os 6, nas situagdes
em que existe uma relacgéo de facto que é a de serem todos pequenos [ proximo
da origem]? E é nessa situacdo que na verdade o estimador James-Stein se revela
vantajoso!

Alias a origem néo tem nada de mitico pois considerando qualquer outro ponto
de R* seja p, pode obter-se o estimador tipo James-Stein, ja referido em (6.40) que
é ainda uniformemente melhor do que 6 e se revela particularmente vantajoso
quando 0 esta proximo de p.

O choque entre as duas posi¢des parece constituir forte motivagido para dar
entrada ao conceito de distribuicéo a priori. A discussio de Hill (1975) lanca luz
sobre a questdo e pde em confronto a posi¢do dos estatisticos «classicos» e dos
bayesianos.

Um bayesiano que considera os 8, i = 1,2, ..., k, independentes a priori e traba-
lha com funcéo perca quadratica, nunca sera conduzido ao emprego de estimadores
James-Stein. A perspectiva bayesiana coincide assim com o bom senso e recusa
combinar dados respeitantes a problemas entre os quais nio ha qualquer relacéo.

Para um n#o bayesiano nio faz sentido falar na independéncia a priori dos
0,i =1,2,...,k (os 6 ndo sdo considerados aleatorios). Assim, como o estima-
dor James-Stein é melhor do que o estimador «classico» segundo um critério fre-
quencista (valor esperado do erro quadratico calculado sobre todo o espaco das
amostras), o ndo bayesiano parece ser conduzido ao extremo de combinar obser-
vagdes ndo relacionadas para reduzir o risco ou perca esperada. A forma que tem
para evitar tal absurdo ¢é limitar a classe de funcdes de decisdo ou estimadores que
aplica. Partindo nomeadamente da ideia de que os problemas sdo aparentemente

% Veja-se, contudo, Lehmann (1983).
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néo relacionados, pode restringir a atencéo a classe de estimadores,
5(X) = [51(X1), 52(X2), ,5k(Xk)],

em que 6, é estimado exclusivamente a partir de X;. E como Hill mostra, o estimador
«classico» é admissivel dentro desta classe em relacdo a fungio perca quadratica.

A atitude de Box (1983) é, dentro da corrente bayesiana, concordante com a de
Hill. Imaginando uma experiéncia em que esta em causa a aplicacdo do estimador
James-Stein, diz: «Such an experiment could make sense when it is conducted to
compare, for example, the levels of infestation of k different varieties of wheat, or
the numbers of eggs laid by k different breeds of chickens or the yields of k sucessive
batches of chemical; in general, that is, when a priori we expect similarities of one
kind or another between the entities compared. But clearly, if similarities are in mind,
they ought not to be denied by the form of the model. ...The presence of a specific form
of priori distribution allows the investigator to incorporate in the model precisely the
kind of similarities he wishes to entertain».

Box defende, portanto, que somente a explicitacdo de uma distribuigéo a priori,
descrevendo adequadamente o problema em estudo, pode orientar na escolha do
estimador a empregar, evitando o ridiculo associado a ideia de que pode melhorar-
-se o erro quadratico médio englobando num s6 grupo variedades de trigo, racas
de galinhas ou lotes de um produto quimico?’.

Tanto (6.37), como (6.44), sdo exemplos de estimadores redutores — «shrinking
estimators»; o efeito da reducéo ou «shrinking» é empurrar o estimador «classico»,
X, para a origem — (6.37) — ou para um dado ponto p, [(6.44)].

Considere-se o «shrinking» para origem que é representativo do fenémeno
do «shrinking» em geral. Semelhante reducéo é logicamente sensata quando ha
razdes para pensar que @ ndo esta muito afastado da mesma origem. Mais uma vez
se torna evidente a necessidade de introduzir uma distribui¢éo a priori para 6. Se a
vantagem dos estimadores tipo James-Stein s6 é na préatica relevante numa regido
relativamente pequena do espaco do pardmetro € — fora desta regido o ganho em
termos de risco é modesto e pode nio justificar o maior trabalho de calculo — entdo
é natural procurar dentro desse tipo os estimadores que melhor se comportam na
regido a priori mais credivel para 0. Faz entdo igualmente sentido proceder ao
«shrinking» para essa regido ou para um ponto dessa regifo. Por outras palavras,
qualquer ideia de que o estimador processa magicamente o «shrinking» para a
regido correcta é completamente errada.

Parece claro que a informacao a priori é indispensavel para orientar o processo
de reducio, seja para a origem ou para um ponto p.

27 A génese dos estimadores James e Stein [ja se referiram Lindley (1962) e Zellner e Vandaele (1975)]
contribui também para aclarar este problema.
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Se, | X |? < k—2, a expressio (6.37) mostra que §/° leva a reduciio longe demais,
isto é, opera a reducéo para além da origem. Adaptando a chamada «regra-mais»
pode propor-se o estimador,

7S |, k=2
6,°(X) = [1 ”XHZLX, (6.45)

onde [w], = max{0,w}. Pelo Teorema 6.16, 5/ 5 domina estritamente 8/5; quer
dizer, a «regra-mais» permite diminuicao do risco para todo o 8 (finito).

Na hipétese mais geral, X ~ N(0, 0°I.), com o desconhecido, ha que estimar
o?, tarefa que, evidentemente, ndo pode pedir-se ao vector (das médias) 0. Entao,
se for S uma estatistica obtida através de uma experiéncia independente daquela
que permite observar 6 e tal que, S ~ 0% y%, entio,

k-2 S

X)) =|1-2—2_2_
2’ (X) N+ 2| X|?

X, (6.46)

domina estritamente 6, sempre, é claro, para k = 3.
Enfim, no caso ainda mais geral, X ~ N.(6,¥), com matriz de covariancias, ¥,
desconhecida, James e Stein mostraram, para uma fungéo perca da forma,

L[(6.%),a] = (6 —a)¥7'(0 — a), (6.47)
que o estimador,

k —

o~ _ 2
XS =1~ k)

X'SIX) 1 X, (6.48)
onde a matriz S* — estimador de ¥ — tem distribuicio de Wishart, W.(n, ¥), é unifor-
memente melhor do que 0 [a distribui¢do de Wishart pode estudar-se em Muirhead
(1982) ou em qualquer obra sobre analise multivariadal].

6.7 Estimadores Bayes

O problema dos estimadores Bayes, considerado ja através de alguns exemplos,
retoma-se para apresentacio de algumas proposicdes de interesse mais geral.

Considerando o conceito de risco a posteriori, r,(§) — veja-se a expresséo (3.26)
— recorde-se que dada a distribuicdo a priori, h(6), e observada a amostra casual
X, X =x € X, a estimativa Bayes, §, € A = ©, é tal que,

r(8,) = infsr (5), x fixo.
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Concebendo que a anélise se realiza ou repete para todo o x € X e que &, existe
para todo o x € X, a correspondéncia x — §, define a funcdo de decisdo Bayes
contra h, §,(x), ou, como se queira, o estimador Bayes contra h, §,(X).

A possibilidade de obter estimadores Bayes depende das condi¢des em que,
para cada x, existe a € A tal que r,(a) < oco. Para investigar essas condi¢des
consideram-se dois tipos de funcéo perca:

1) Quadratica: L(0,a) = A(0)(0 — a)?, A(0) > 0,

2) Erro absoluto: L(0,a) = A(6)|0 — a|, A(8) > 0.

Em qualquer destes casos a func¢éo perca, para cada 6 € ©, é fungio convexa
de a. Além disso, ambas as funcdes verificam a condi¢do adicional referida no
Teorema 4.4 (veja-se também o Teorema 4.5), facto que permite limitar o estudo as
funcdes de decisdo puras.

Para aliviar a escrita x representa um escalar ou vector; seguindo a pratica
corrente, a notacdo vectorial, x, s6 é empregue quando indispensavel.

1) Fungdo Perca Quadratica. Seja,

(@) = BAL(0.a) | x} = L L(6.)h(6| x) do,

onde convém especificar o subindice h para indicar que E,{-} se toma em relagdo
a h(0) e E,{-| x} em relacdo a h(0|x). Entrando com a expressdo de L(0, a), vem,

r(a) = E{A0)(0 — a)* | x} (6.49)

= a*E{A(0) | x} — 2aE,{A(0)0 | x} + E,{A(0)0% | x}. .
Se os coeficientes desta fun¢do quadratica em a sdo finitos, também r,(a) é finito.
A situacdo é perfeitamente esclarecida pela proposicéo de Girshick e Savage (1951),

Teorema 6.18 — Com funcéo perca quadratica, seja h a distribuicéo a priori e r,(a)
o respectivo risco a posteriori. Para cada x € I, verifica-se r,(a) < oo para nenhum
a € A, para exactamente um a € A ou para todo o a € A. O segundo caso implica
E{A(0) | x} = o0 e o terceiro E{A(0) | x} < oo,

Dem. Se r,(a) < o para dois elementos de A, sejam a, e a,, entdo r,(a) < oo para
todo 0 a € A. Com efeito, suponha-se, a; < a,; dado que, para todo o 0, L(6,a) é
funcio convexa de a, tem-se, com a € [a,, a,],

a,—a a—

—2(0)(0 - a,)*;

AO)(O0 - a)f < =—2(0)(0 — a,)" + —
%

ay — 4 a

passando aos valores esperados fica provado ser r,(a) < o para a € [a,,a,].
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Por outro lado, com @’ € [a;,a,], @’ # 0 e a arbitrario, a # a’, é facil de verificar,
para qualquer 6,

(@—-a)Y-2a—-a)@—a)<O-a) (6.50)

multiplicando por A(0) e tomando valores esperados, vem,

(@ — @)[E{A0) [ x}(a’ — a) + 2aE,{A(0) | x} —
— 2E,{A(0)0 | x}] < ri(a’) < oo.

Fazendo a = 0, obtém-se,
a”E{A(0) | x} — 2a E,{A(0)0 | x} < oo,
forma quadratica em a’, finita, logo com coeficientes finitos,
0 < Ep{A(0) | x} < o0, EL{A(0)0| x} < oo. (6.51)

Como r,(a") é finito, pois @’ € [a,, a,], em face das desigualdades (6.51) e da expres-
sdo (6.49), sai E{A(0)6*|x} < co. Assim, em consequéncia de serem finitos os
coeficientes de (6.49), tem-se r,(a) < oo para todo 0 a € A.

Se a, é o unico elemento de A para o qual r,(a) é finito, tome-se um a € A,
a #* ay, r(a) = oo, e escreva-se,

ri(a) = E{A0)(0 — ay + ay — a)* | x}
= r(ap) + 2(ay — AE{AO)(0 — ap) | x} + (ay — @)*Ex{A(0) | x};

como r(ay) < oo, vem E,{A(0)(6 — q,) | x} < oo, e, consequentemente, tem de ser
E{A(0) | x} = 0. A demonstracéo fica assim completa. 0O

Teorema 6.19 — Com funcédo perca quadratica, se a distribui¢io a priori, h, é tal
que existe um a € A com r,(a) < oo, entdo existe um estimador Bayes contra h,
essencialmente tnico, definido por,

a, se ry(a) < oo unicamente para a = a,,

5h(X) = Eh{)l(e)e | x}/Eh{/l(Q) | x} se rx(a) < oo para todooa € A.

(6.52)

Dem. A primeira parte da definicdo é evidente; a segunda parte resulta da minimi-
zacdo da forma quadratica (6.49). H|

Teorema 6.20 — Com funcéo perca quadratica, se a distribuicdo a priori, h, é tal
que existe um a € A com r,(a) < oo, e se existe E,{A(0)}, entdo o estimador Bayes
é enviesado ou o risco Bayes é nulo.
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Dem. A existéncia de E,{A(0)} implica a existéncia de E,{A(0) | x} quase para todo

0 X, pois,
Mﬂ%zL&W@Mﬂ@M
Defina-se, AOHE)
h,(0) = @) (6.53)

como imediatamente se verifica, o estimador em relacdo a fungio perca inicial
que é Bayes contra h é idéntico ao estimador Bayes em relacdo a fungio perca
L*(0,a) = (0 — a)* que é Bayes contra h,, Dado que h e h; admitem a existéncia
de uma acg¢io com risco a posteriori finito, o estimador Bayes contra h; existe e é
definido por,

5,() = E, {01 x}

Suponha-se que §, é nio enviesado, E4{d;(X)} = 0 para todo o & € ©. Nessa
hipoétese,

E{05,(X)} = E{6;(X) - E{0| X}} = E{[6,(X)]*}
= E{ - E{6;(X) | 63} = E{60°};

devendo notar-se que o valor esperado do primeiro membro, sem indice, refere-se
a distribui¢do conjunta de X e de 6. Tem-se, entdo, para o risco Bayes,

R(h;, 8)) = E{[0 — 5;(X)I*}
= E{0°} - 2E{06, 00} + E{[5,(X0]*} = 0,

como era preciso demonstrar. [

Note-se que este teorema generaliza o raciocinio feito no Ex. 4.16 para mostrar
que X sendo estimador néo enviesado da média da Normal néo era Bayes.

Exemplo 6.21 — Suponha-se X = (X, X,,..., Xy), X; LLD. com distribui¢do de
Bernoulli e considere-se a distribuicéo a priori,

h(0) = [Bla, P)I7'0* 11 -0, 0< O < 1.
A distribuicdo a posteriori é conhecida [(1.55)],
h(0|x) = [B(a + Zx, f + N — Sx)]710% > ~1 (1 — g)f +N-2x -1,

Se L(0,a) = (0 — a)?, r.(a) < oo para todo o a € [0,1]; de (6.52) tem-se que o

estimador Bayes é,
a+2x;

h(x) = E,{0|x} = m,
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sendo a ultima expressdo obtida de (1.56). Se L(0, a) = 0(0 —a)?, o risco a posteriori
continua a ser finito para todo o a € [0, 1], e o estimador Bayes assume a forma,

8u(x) = Ep{0? | x}/E,{0 | x}
_atix B+ N —3x
a a+/3+N+(a+/3+N)(a+,B+N—1)’

saindo a ultima expressédo de (1.56) e (1.57). [

Exemplo 6.21 — Continuagdo. Suponha-se N > 3, ¢ = 1 e f = 1, isto é, h(0)
distribuicdao Uniforme em [0, 1]. Tem-se,

h(0|x) = [B(Zx; + 1,N — 2x; + 1)]'*% (1 — )N 2%

Considere-se a funcio perca, L(0,a) = (0 — a)?/0*(1 — 0)*. Vem,
1
r.(a) = [BCGx; + 1,N — Zx; + 1] ! J' (0 —a)?0>~2(1 — O)N 2% ~240,
0

donde se conclui que para Zx; = 0 ou Xx; = 1 [s6 insucessos ou um sucesso nas N
provas], r,(a) s6 é finito para a = 0; para 1 < 2X; < N — 1, r,(a) é finito para todo
oa € [0,1]; para 3x; = N — 1 ou 3x; = N, r,(a) s6 é finito para a = 1. O estimador
Bayes é, portanto, definido por,

Yx;=0oul - §,(x) =0,
1<3x<N-1 — 8,(x) = E,{1/0(1 — 0)*}/E,{1/0°(1 — 0)*}
= B(Cx, N —3x;— 1)/BCx; — 1,N —3x; — 1)
= (5 — /(N - 2);
Yx;=N—-1ouN — §(x)=1.

O
2) Fungao perca erro absoluto. Em correspondéncia com o Teorema 6.14 tem-se,

Teorema 6.21 — Com fungéo perca erro absoluto, seja h a distribuicio a priori
e r(a) o respectivo risco a posteriori. Para cada x € X, tem-se r,(a) < oo para
nenhum a € A, para exactamente um a € A ou para todo o a € A. O segundo caso
implica E,{A(0) | x} = oo e o terceiro E,{A(0) | x} < co.

Dem. Se r.(a;) < o0,i = 1,2, entdo E,{A(0)|x} < oo; com efeito, supondo a; < a,,
da relacio,

A0)ay —a,) S AO[|ay — 0|+ 10 —ay ],
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sai,
(a, — a))E{A0) | x} < r(ay) +1(ay) < oo,

Tome-se a’ € A, a’ qualquer, e sejaa = a, —a’; vem,

MO0 —al < AO)|0—a, |+ AO)a’ |,
e, como, E,{A(0)|x} < oo,

ri(@) £ ri(ay) + [ a’ |E{A0) | x} < oo,

Fica, portanto, demonstrado que se o risco a posteriori € finito para dois elementos

de A entéo é finito para todo o a € A, pois na ultima desigualdade a é arbitrario.
Se g, € A é o unico elemento com risco a posteriori finito, verifica-se ser

E{A(0) | x} = o0. De facto, dado qualquer a € A, a # a,, r,(a) = oo; escreva-se,

r.(a) = E, {/1(9)| 0—ay+a,—a ||x}
< lag — alE,{A0) | x} + r(ap),

donde, E,{A(0) | x} = oo, visto ser r,(q;) < . A demonstragéo fica completa. [

Tome-se, com E,{A(0)|x} < oo, a distribuigéo a priori, h,, definida por (6.53).
Obtém-se,
r.(a) = E, {)L(G) |6 —a ||x} =E, {| 0—a ||x};

o estimador Bayes contra h obtém-se através da minimizacéo de r,(a). Mas, r,(a) é
o desvio médio em relacdo ao ponto a da distribui¢io a posteriori, h;(0 | x), obtida
da distribuicéo a priori, h,(0),

hi(01x) = f(x[6) h;(0)/ f(x).

Como o desvio médio é minimo quando tomado em relacdo a mediana (veja-se
seccdo 3.5), tem-se,

Teorema 6.22 — Com fungéo perca erro absoluto, se a distribui¢éo a priori, h, é tal
que existe um a € A com r.(a) < oo, entdo existe um estimador Bayes, essencial-
mente unico, definido por,

a, se r(a) < oo unicamente para a = a,

O(x) = {

mediana de h; (0| x) se r.(a) < oo para todo a € A.

[l
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Exemplo 6.22 — Considere-se a estimagdo do pardmetro 6 da Binomial quando
h(0) = I1;(0) e a funcéo perca tem por expressao,

L(0,a) = 9'?1__“;).
Tem-se,
r()—f [9(1 ]h(9| x)do,
onde,

h(9|x) = [B(x + 1,N —x + )]0 (1 — )N ~*.

Suponha-se x = 0: ry(a) s6 é finito para a = 0; se x = N, ry(a) s6 é finito para
a=1;se 0 < x < N, r(a) é finito para todo o a € [0,1]. O estimador Bayes vem
definido por,

x=0 - Gx)=0,
0<x<N — §(x)= mediana da distribuicdo:
h(@1x) = [B(x, N = x)]'¢* 1 (1 - )N+,
x=N - Gx)=1

[Blackwell e Girshick (1954)]. (I



CAPITULO 7

PROBLEMAS DE BIDECISAO
(ENSAIO DE HIPOTESES)

71 Posicao do problema

Considere-se a familia de distribuicdes, F = {P, : 6 € O}, da varidvel ou vector
aleatorio, X, observado no quadro da experiéncia planeada. Hipotese estatistica,
recorde-se, é proposi¢cdo formulada sobre P, e que estabelece em F uma dicotomia:

Fo={Py: 0€0y}, F) ={P : 0€ 0O},

(7.1)
0,U®, =0,0,N0, =0,

compreendendo F as distribuicdes para as quais a hipotese é verdadeira e F; as
distribuicdes para as quais a hipotese é falsa.
Matematicamente a hipdtese é equivalente a proposicdo, Py € F, ou 8 € O;
designa-se por,
Hy: Pye F, ou 0 €0, (7.2)

A classe de alternativas designa-se por,
H;: PyeJF, ou 6€0,. (7.3)

O ensaio ou teste da hipotese H; consiste em decidir, apdos observar X, se a hipotese
é aceite ou rejeitada. Seja, A = {a,, a,}, onde,
« g, corresponde a aceitacdo de H,,

« a, corresponde a rejeicdo de H;

319
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uma funcéo de decisdo pura, § € D, faz corresponder a cada x € X uma das duas
acgdes. Assim, cada § € D equivale a uma particdo de X com dois elementos,
sejam Wy e W, tais que,

Wy ={x € X : §(x) = ap},
Ws={x e : 6(x) =a},
Ws UWE =, Wy N WS = @.

Os conjuntos W5 e Wy sdo mensuraveis pois pressupde-se que todo o § € D ¢é
funcdo mensuravel. A W5 também se chama regido critica ou regido de rejeicdo:
se x € Wy a hipotese H é rejeitada; Wy é aregido de aceitacdo: se x € Wy a hipotese
H, é aceite.

Considere-se a funcéo perca, L(6,q;), i = 0,1, e ponha-se para simplificar,
L(0,a) = L,(9),i = 0,1. A funcdo risco ou perca esperada assume a forma,

R(0,6) = Ly(0)Py(X € Wy) 4+ Li(6)Py(X € W)
= Ly(0)[1 — Py(W)]| + L (0)Py(W;) (7.4)
= Ly(0) + [L,(0) — Ly(6)|Py(W;),

onde Py(Wjs) é a probabilidade de rejeigdo, isto é, do acontecimento, (X € Wj),
quando o estado ou verdadeiro valor do pardmetro é 8. Com Wj fixo — para um
dado § € D — a fungédo de 0, Py(Wj;), designa-se por funcio poténcia da regido
critica Wy ou do teste caracterizado por 6.

Uma funcéo de decisdo mista, 6 € D", sendo a combinacio de elementos,
6 € D, segundo a distribuicdo de probabilidade associada com &”, consiste, no
caso presente, na escolha, por processo casual ditado por essa distribui¢io, de um
conjunto da classe {Ws ¢ &L : § € D}. Devido a complexidade que envolve seme-
lhante método de casualizacio, o tratamento através de funcdes de decisio alea-
torias revela-se mais acessivel e torna-se, por isso, mais relevante na teoria do
ensaio de hipoéteses.

Sendo ¢ € ® funcédo de decisdo aleatdria, tem-se,

¢ = [P(ay | x), ¢(a;|x)],

onde ¢(a, | x) é a probabilidade de aceitar H, quando se observa X = x e ¢(q, | x)
é a probabilidade de rejeitar H, quando se observa X = x. Obviamente,

$(ag | x) 2 0, ¢lay|x) 2 0, Plag|x) + Pla, [x) = 1. (7.5)

Em face da tltima relacio adopta-se, correntemente, a seguinte convencéo:

$la; [ x) = $(x), ¢y |x) =1-P(x), 0= ¢(x) £ 1, (7.6)
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sendo cada ¢ € @, inteiramente caracterizado pela funcdo ¢(x) também designada
funcio teste.

E de verificacio imediata que a classe de funcdes de decisio aleatérias, ®, con-
tém a classe de funcdes de deciséo puras, D: a funcéao de decisdo pura, §, associada
com a regido critica Wy, é o elemento de ® definido por,

se x € W,
se x € Wj.

60=1 4

A fungéo risco, R(0, ¢), passa a escrever-se sem chapéu «”*» por nio haver lugar
para confusdo. Tem-se, para qualquer ¢ € @,

R(0.$) = Ep{Lo(O)[1 — ¢(X)] + L, (O)p(X)}
= Ly(0) + [L,(0) — Lo(O) | Epip(X)},

onde, Ep{¢p(X)}, probabilidade de rejeitar H, quando o estado é 6, considerada como
funcéo de 6, é agora a funcdo poténcia da funcio de decisdo ou funcio teste ¢.

A formulagéo classica do problema do ensaio de hipdteses obtém-se especiali-
zando em relacio a funcgéo perca, isto é, tomando a funcéo perca «0—-1»,

(7.7)

0 se 0e€0,,
1 se 0e0O,

1 se 6€0Q,

Lo(9) = { 0 se €0,

L6 = { (7.8)
e tomando a funcéo teste igual a funcdo indicatriz da regido critica, ¢(x) = L, (x).

Consequentemente,

R(,¢) = R(O,W) = { 1-Py(W) se 0€0@;

assim, para 6 € ©y, R(6, W) = Py(W), é a probabilidade de rejeitar a hipdtese H,
quando é verdadeira (erro de 1.* espécie), para 0 € ©;, R(O,W) = 1 — Py(W), é a
probabilidade de aceitar a hipotese H, quando é falsa (erro de 2.* espécie). Neste
contexto, a solugdo do problema consiste na determinagéo da regido critica, W,
que permita controlar ou limitar, em algum sentido, as probabilidades de erro.

Em muitos problemas a func¢éo perca tem uma estrutura semelhante a (7.8)
embora néo tdo simples,

[ =0 se 0€0, >0 se 0€0,
Lo(0) = 3 >0 se 0e0O, L,(9) = =0 se 0€0O; (7.9)
em semelhantes casos a funcio risco tem a forma,
Ly (0)Ep{p(X)} para 0 € ©,,
RO, ) =1 ' 7.10
©.9) { LyO)[1 - EfCO}] parad e 0. 710
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Nio surpreende, portanto, que a teoria do ensaio de hipoteses seja desenvolvida,
em muitos aspectos, concentrando a aten¢do na funcdo poténcia, Eg{¢p(X)}, sem
fazer referéncia explicita a funcéo perca.

A hipoétese a ensaiar H, (ou a hipétese alternativa H,) diz-se simples quando
0©, (ou ©,) contém apenas um elemento; diz-se composta se ©, (ou 0,) contém
pelo menos dois elementos.

Na abordagem inicial considera-se o ensaio de uma hipdtese simples contra
uma alternativa também simples,

H,: 0 =6, contra H;:0=20;

quer dizer, supde-se © = {6,,0,}, ©, = {6,} e ©; = {6;}. Como O é finito pode
recorrer-se ao conceito de conjunto risco casualizado [veja-se (3.9)] Sz, ou mais
simplesmente, S,

§* = {[R(6), $), R(6,, P)] : ¢ € P}, (7.11)

com R(6, ¢),i = 0, 1, definido por (7.7). Por outro lado, é natural admitir as seguin-
tes relacdes,

Lo(6) < Ly(6y); Lo(0,) > Ly(6)), (7.12)

pois, de contrario, as decisdes correctas seriam mais penalizadas do que as
incorrectas.
Adaptando (7.7) ao caso presente, sai,

R(6y, $) = Lo(0p) + [L1(6p) — Lo(‘go)]Eeo{Qb(X)}’ (7.13)
R(6:,¢) = L,(6)) + [Lo(6)) — L (01)]Ep, {1 — p(X)}- '

Definindo,

a($) = Eg ip(X)}, P(¢) = Ep {1 — $(X)}, (7.14)
a mudanca de origem e de escala das coordenadas permite substituir o conjunto
risco casualizado, S*, pelo conjunto equivalente,

S0 = {lal(g), B(P)] : ¢ € D} (7.15)
Teorema 7.1 — O conjunto S; é convexo, contém os pontos (1,0) e (0, 1) e é simé-
trico em relagdo ao ponto (1/2,1/2).
Dem. (a)S; é convexo: se (a’, ') e (a”’, ") pertencem a S; e se A € [0,1], também,
Mo, )+ (1 =D, B”) €S,

porquanto, ¢’, ¢"’ € @, arrasta, Ap’ + (1 — A)¢p”" € @; (b) Sy contém (1,0) e (0,1):
tomem-se, respectivamente, ¢(x) = 1 e ¢(x) = 0; (c) S; é simétrico em relagio
a(1/2,1/2): a1 —¢) = 1—alp) e pA —¢) = 1 — p(p) e se § € ® também
1-¢cd. 0o
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A a = a(@) = Ey{#(X)}, probabilidade do teste ¢ rejeitar H, quando é verda-
deira, chama-se tamanho de ¢; = B(¢) = Ep{1 — $(X)}, é a probabilidade de o
teste ¢ aceitar H, quando é falsa.

Um teste ¢ — funcéo de decisdo aleatéria — diz-se o melhor de tamanho « para
ensaiar a hipotese simples H, contra a alternativa simples H;, se Eq {$(X)} = e se
para qualquer outro teste ¢" de tamanho nio superior a a, Ey {¢"(X)} £ «, se tem,

Ep {1 — ¢(X)} < Ep {1 — ¢"(X)} (7.16)

E interessante notar que se ¢ ¢ admissivel, entfio ¢ é o melhor teste do seu tamanho.
Com efeito, se ¢ é admissivel tem-se, qualquer que seja ¢’ € ¥, que,

R(6y,¢") £ R(6,,¢) arrasta R(6;,¢") = R(6,, ),
isto é,
Eg {9’ (XD} £ Eg {¢(X)} arrasta  Ep{1 — ¢'(X)} 2 Eg {1 — ¢(X)},

e a conclusdo segue-se.
A reciproca néo é necessariamente verdadeira. Se ¢ € ® é o melhor teste de
tamanho a, ¢ pode néo ser admissivel. Com efeito, se

Eg {1 - ¢(X)} =0,

pode existir ¢” € @, com Eg {¢’(X)} < a e Ey {1-¢'(X)} = 0;1ogo, $ ndo é admissivel
(veja-se Ex. 7.3).

7.2 Lema de Neyman-Pearson

Um método geral para determinar o melhor teste de tamanho « para ensaiar uma
hipétese simples contra uma alternativa simples contém-se no importante Lema
de Neyman-Pearson. Esta proposicdo, adiante demonstrada em termos decisionais,
tem aplicacOes que transcendem largamente tal situacdo. Entretanto, a titulo intro-
dutdrio, considere-se a variavel aleatoria discreta, X, com fun¢io de probabilidade,

f(x]0) = P(X =x),x e X,

X conjunto finito ou infinito numeravel. Sejam, Hy: 6 = 6, e H;: 0 = 6, e retome-
-se o teste ndo casualizado associado com uma regido critica, W. A melhor regido
critica de tamanho, a, W,, deve satisfazer,

PaW) = Y fx|6) =a.

xeW,

P,(W,)= >, f(x]6,) maxima.

x€eW,

(7.17)



324 Problemas de bidecisio (Ensaio de Hipoteses)

Se W ¢ qualquer outra regido critica tal que Py (W) < a, entdo deve ter-se,
Py (W,) 2 Py (W). Para seleccionar os pontos x € X que devem formar o con-
junto W, C X pode pensar-se que cada x é avaliado segundo dois critérios: a pro-
babilidade f(x|6,) e a probabilidade f(x|6,). No seu conjunto, os x incluidos em
W, ndo podem ter pontuacio superior a @ quando avaliados pelo primeiro critério
e devem ter pontuacdo o maior possivel quando avaliados pelo segundo critério.
Parece entéo claro que a escolha deve ser orientada pela razio,

f(x|91)
f(x|30)’

incluindo em W, os pontos x com razdo mais elevada, tantos quanto o permita a
primeira relacdo (7.17). Formalmente, W, é o conjunto de todos os pontos x tais

Alx | 6, 91) =

que A(x|6,,6,) > ¢, com ¢ determinado pela condi¢ao,
P, (Wp) =2f(x|6) = ,

onde o somatdrio percorre o conjunto {x : A(x|6,,6;) > c}.

Na sequéncia do processo pode surgir uma dificuldade: ao incluir um dado
ponto, o valor @ nao é atingido, mas ao passar ao ponto seguinte, respeitando a
ordem decrescente das razdes, o valor « é excedido. Esta dificuldade pode resolver-
-se de dois modos: considerando como primeira condigdo em (7.17), Py, (W,) < «,
0 que equivale a procurar a melhor regido critica de tamanho néo superior a «;
procedendo a uma casualizagéo para obter a melhor regido critica exactamente de
tamanho a. De acordo com a segunda 6ptica, o ponto cuja incluséo faz ultrapassar
a, seja x,, € «incluido com probabilidade y», com y saido da equacéo,

Py (W) +yf(x%|6) =,

onde Py (W,) < a e P, (W, U {x}) > a. Quando se diz que x, é incluido com
probabilidade y pretende significar-se que se for observado X = x; a hipdtese é
rejeitada com probabilidade y (e aceite com probabilidade 1 — y). Pode suceder —
veja-se Ex.7.1 — que se apresentem varios pontos com a mesma prioridade de x,
isto é, tais que,

A(xy [0, 01) = A(x5 6y, 6,) = A(xg" 65, 01) = .5
nesse caso, sendo W, = {x;, x{, x{’, ...}, determina-se y de modo a verificar-se,

Py, (W3 +y Py (Wy) = .
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Exemplo 7.1 — Considere-se a amostra casual, X = (Xj, X,), da Poisson com
média 0:

f(x|0) = e 2012 /x1x,!, > 0,
el =1{x=(0,%): x5 =0,1,2,..., i = 1,2}. Seja, H: 0 = 2, H;: 0 = 4 e
considere-se a razio,

Ax|2,4) = f(x]4)/ f(x]2) = e 25+,

Vem,
5 AX|2,4) > b= {x ¢ x + x>,

com ¢* = (logc + 4)/log2. Arbitrado um valor a «a, seja @ = 0,05, os calculos
pertinentes sao,

P@:Z(Xl + XZ > 8) = 0,021, P9=2(X1 + X2 = 8) = 0,030;
Py_s(X, + X, > 8) = 0,407, Py_,(X, + X, = 8) = 0,140.

A melhor regido critica de tamanho ¢ = 0,05 é constituida, nos termos acima
indicados, por,

W, ={x:x+x,>8, W={x:x+x,=28},
verificando-se,
Py_y(Wy) + yPy— (W) = 0,05,

com y = 0,967. Assim, se X € W, a hipdtese H, é rejeitada com probabilidade
um; se X € W, a hipotese H, é rejeitada com probabilidade 0,967 e aceite com
probabilidade 0,033. Por outro lado, a probabilidade,

Py_s(W; )+ (0,967)Py_ ,(W,") = 0,54,

¢ maxima no sentido ja indicado, isto é, nenhuma outra regido critica de tamanho
0,05 tem maior probabilidade de rejeitar H, quando é falsa.

Note-se que a regido critica definida por W, e W, é equivalente a funcéo teste
ou funcéo de decisio,

1 sex € W, (ou se x; + x, > 8),
H(x) =1 0,967 sexe W, (ou se x; + x, = 8),
0 sex € (W, UW,S) (ousex; +x, <8),

para a qual,
Eg_,{p(X)} = 0,05, Ep_,{1 — ¢(X)} = 0,46.

Nenhum outro teste de tamanho 0,05 tem probabilidade de um erro de 2.* espécie
inferior a 0,46. [
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Demonstra-se seguidamente o conhecido Lema de Neyman-Pearson justamente
considerado uma das pedras fundamentais da teoria da decisdo estatistica. O pro-
blema é ainda o de ensair uma hipétese simples, Hy: 6 = 6, contra uma alternativa
simples, H;: 6 = 6,. Limita-se o tratamento ao caso continuo uma vez que o caso
discreto se obtém por decalque [Ferguson (1967)].

Teorema 7.2 — Suponha-se © = {0,,0,} e seja f(x|0) a funcdo de densidade da
variavel aleatoria X:

(I) Qualquer teste, ¢(x), da forma,
1 se f(x[6) > cf(x][6)),

$(x) =1 v(x) se f(x|0) = cf(x|6), (7.18)
0 se f(x]6) <cf(x]6),

para algum ¢ 2 0, com 0 < y(x) £ 1, é o melhor do seu tamanho para ensaiar H,
contra H;. Correspondendo a ¢ = oo, 0 teste,

1 se f(x|6)=0,

¢(X)={0 se f(x|6) >0 (7.19)

¢é o melhor do tamanho 0 para ensaiar H; contra H;.

(I1) Para todo o , 0 £ a < 1, existe um teste da forma (7.18) ou (7.19), com y(x) =y,
constante, para o qual Ep {¢(X)} = a.

(IIT) Se ¢(x) é o melhor teste de tamanho & para ensaiar H, contra H;, entdo tem
a forma (7.18) ou (7.19), excepto, quando muito, sobre um conjunto de & com
probabilidade zero quando 8 = 6, ou quando 6 = 6,.

Dem. (I) Seja ¢(x) da forma (7.18) e considere-se outro teste qualquer, ¢’(x),
0 < ¢" £ 1, com Ey {¢"(X)} £ Ey {#(X)}. Tem-se,

LC [p(x) = ¢"(OI[f(x[6)) — cf(x|6)]dx 2 0, (7.20)
visto a funcio integranda ser nao negativa. Em consequéncia,

Eg {¢(XD} — Eg, ¢’ (XD} 2 c[Eg, {p(X)} — Eq,{¢" (X)}] 2 0, (7.21)

donde Ey {¢(X)} 2 Ey {¢"(X)} e ¢(x) é melhor do que ¢’(x).
No caso, ¢ = oo, ¢(x) da forma (7.19), tem tamanho zero e qualquer outro
teste de tamanho zero, ¢’(x), tem necessariamente de ser ¢'(x) = 0 quando
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x € {x : f(x|6)) > 0}, excepto quando muito num subconjunto com probabili-
dade zero. Portanto,

Ep {¢(X) — ¢'(X)} = LC [1—¢()]f(x[6)dx 20,
com X, = {x : f(x]6,) = 0}, e a demonstracio de (I) fica completa.

(I) Como (7.19) indica a forma do melhor teste de tamanho zero, pode limitar-se o
estudo a 0 < @ £ 1. O tamanho do teste (7.18), quando y(x) =y, é

Eg i¢(XD} = Po [ f(X161) > ¢ f(X[00)] + y Py, [ (X 16)) = cf(X6,)]

(7.22)
=1-F Y <o) +yP (Y =o),

onde Y = f(X|6,)/f(X|6,). Com « fixo, 0 < a < 1, ha que determinar ¢ e y de
modo a ser By {¢(X)} = a, isto ¢,

PpoYSo)—yPp(Y =c)=1-a. (7.23)

Se existe ¢, tal que Py (Y £ ¢)) = 1 —a, toma-se y = 0 e ¢ = ¢, e o problema esta
resolvido. Caso contrario, existe ¢, tal que (veja-se Fig. 7.1),

P (Y <) £1—a <P (Y £¢); (7.24)
Py (Y L)
1l ——— = = = — — = — — — — — L - -
[
[
/
[
[
[
[
[
[
0 Co c

Fig. 7.1



328 Problemas de bidecisio (Ensaio de Hipoteses)

nesse caso toma-se ¢ = Cy €,

P Se)-(1-a)

AT (7.25)

que satisfaz (7.23), sendo ainda, 0 Sy £ 1.

(IIT) Se @ = 0, 0 argumento desenvolvido em (I) mostra que ¢(x) = 0 no conjunto,
{x : f(x|6)) > 0}, quase por toda a parte. Se ¢’(x) tem probabilidade minima
de conduzir a um erro de 2.2 espécie, entdo deve ser 1 — ¢’(x) = 0 no conjunto,
{x : f(x|6,) > 0}-{x : f(x|6,) > 0}, quase por toda a parte. Assim, ¢’(x) difere
de ¢(x) dado por (7.19) quando muito sobre um conjunto com probabilidade zero
quando 0 = 6, ou quando 0 = 6,. Se & > 0, seja ¢(x) um teste melhor do tamanho
a da forma (7.18); entéo, por ser,

Eg {¢(XD} = Eq,{¢" (XD} Ep {p(XD} = Ep, {¢p’ (XD},

o integral (7.20) deve ser igual a zero. Mas como a funcéo integranda é ndo negativa
resulta que ¢(x) = ¢’(x) em quase todos os pontos do conjunto {x : f(x|6,) #
cf(x|6,)}. Portanto, ¢’(x) tem a forma (7.18), quase por toda a parte, com o mesmo
valor de ¢ que caracteriza ¢(x) e a demonstragao fica completa. 0o

Exemplo 7.2 — Seja (X}, X,, ..., Xjy) amostra casual de uma populagio de Bernoulli.
Pretende ensaiar-se Hy: 0 = 6, contra H;: 8 = 0, (6, > 6,); sabe-se que T = 2X; é
estatistica suficiente para 6 com funcéo de probabilidade Binomial,

f@lo)=(¥)ea-0N" t=0,1,..,N, (t = =x).
Pelo Teorema 7.2, com 0 < a < 1, o melhor teste de tamanho « é da forma,

1 se f(]6)>cf(t]6),
pt) =1y se f(t6)=cf|),
0 se f(t]6) <cf(t|6).

Mas, f(t]6,) > cf(t]6,), implica,
BA—-0NI > 1 -0Vt = t>c.

Assim,
1 se t>c,
pt)={y se t=¢,
0 se t<c,
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com ¢’ determinado pelas condig¢des,
N N
2, (Naa-6y"sa 2 (GG >a
t=c"+1 Pamp
e y pela condicéo,
N
3 () -0y (¥) 8 -6 =t
t=c" +1

O

Exemplo 7.3 — Suponha-se que a variavel aleatéria X tem funcio de densidade,

f(x10) = Iig 41,4 21(%),

e que pretende ensaiar-se Hy: 6 = 0 contra H;: 8 = 0,5 (veja-se Fig. 7.2). Para
determinar o melhor teste de tamanho o, 0 £ o < 1, considerem-se os seguintes
casos:

(a) @ = 0. Pelo Teorema 7.2, o melhor teste de tamanho zero é da forma (7.19), ou
seja, no caso presente,

1 se 2<x<25
— — b 3 A
9(x) {0 se 1Sx<Z2, [A]
P(Y £¢)
f(x]0) f(x10,5)
1| - - 1 °
| |
| |
I 1 L ———
| |
I |
| 1 1 1
0 1 2 X 1 2 c
Fig. 7.2 Fig. 7.3

! Sem casualizacdo nio seria possivel, em geral, obter, neste caso, um teste exactamente de dimen-

sdo a.
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Para tratar os restantes casos considere-se, Py(Y < ¢), funcéo de distribuigio
de Y = f(X]0,5)/f(X]0), quando & = 0. Como facilmente se calcula (veja-se
Fig. 7.3),

0 se —o00 < ¢ <0,
Py(YLc)=4 05 se 0<Sc<1,
1 se 1< ¢ < oo,

(b) 0 < @ < 0,5. Como, 0,5 < 1—a < 1, o valor ¢, que satisfaz,
Py(Y <) £1—a < B(Y L),
écy=1,pois, Pj(Y <1)=0,5<1—a <1=Py(Y £ 1); paray vem, por (7.25),

_ RO sq)-(0-a) REYSID-(0-a) _

Py(Y = ¢) P(Y =1) 2

O melhor teste de tamanho « é, entio,

1 se f(x]05)> f(x|0) ou se 2<xZ25,
dp(x) =14 2a se f(x]0,5) = f(x|0) ou se 155<x<2 , [B]
0 se f(x]05)< f(x]0) ou se 1Zx<15.

(c) @ = 0,5. Neste caso, P)(Y £¢)=1-0,5=10,5,para0 < c < 1e, por(7.23),y = 0.
Entao, o melhor teste de tamanho «a, é

b(x) = 1 se f(x]0,5)>cf(x|0) ou se 1,5Zx <25,
|0 se f(x]05)<cf(x]0) ou se 1<x<15.

[C]
(d) 0,5 < a < 1. Neste caso, 0 < 1 —a < 0,5, e o valor de ¢, que satisfaz,

Py(Y <) £1—a < B(Y £¢),
écy,=0,pois, B (Y <0)=0<1—a<0,5=Py(Y £0); para y vem, por (7.25),

_RY<L0)-(1-a) 05-(1-a)
- Py(Y = 0) B 0,5

donde, o melhor teste de tamanho «,

1 se f(x]05)>0 ou se 1,55 x<25,

P(x) = i 0 se f(x|0,5)=0 ou se 1< x<1,5. (D]

(e) @ = 1. Neste caso, ¢p(x) = 1 para x € {x : f(x|0) > 0}; logo, o melhor teste de
tamanho 1é ¢(x) =1,1<x <250
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O conjunto risco, S; — veja-se (7.15) — além das propriedades a que se refere
o Teorema 7.1, goza ainda da seguinte:

Teorema 7.3 — O conjunto risco, Sy, é fechado inferiormente.

Dem. Designe, na notacdo habitual, A(Sy) a fronteira inferior de Sj; se z € A(S}),
tem-se, B
{z} =0,NS;, (7.26)

onde Q, é o quadrante inferior em z e S o fecho de S. Seja z = (a, f); pelo Lema
de Neyman-Pearson existe um teste, ¢, melhor de tamanho a. A probabilidade de
um erro de 2.* espécie ndo pode ser inferior a 5, pois se o fosse contradizia (7.26).
Se,
Eg{1-¢(X)} >+ £>0,

e a # 0, entdo, devido a convexidade de S; e ao facto de (0,1), (1,0) € S, existem
pontos, (a,v) € S, tais que, f < v < B + & qualquer que seja £ > 0. Portanto,
sea = 0, Egl{l — ¢(X)} = B. Se a = 0, este argumento néo é aplicavel, mas, se
¢’(x) é o melhor teste de tamanho f + & para ensaiar H; contra H,, a probabilidade
de um erro de 2.* espécie deve ser igual a zero em consequéncia do exposto e
1—¢’(x) é melhor do que ¢(x) para ensaiar H, contra H;, o que é uma contradicéo.
A demonstracéo fica completa. [

Este teorema — que se alarga imediatamente ao conjunto risco S* — em conju-
gacdo com o Teorema 4.13 mostra que a classe formada pelos melhores testes de
tamanho « [testes da forma (7.18) ou (7.19)] é uma classe completa minima [a classe
formada pelos testes (7.18) com y(x) = y (constante) e (7.19) é essencialmente
completa]. Para seleccionar um elemento daquela classe toma-se @, 0 < a < 1,
e determina-se pelo Lema de Neyman-Pearson o melhor teste de tamanho a; o
tamanho « pode interpretar-se como um indice por meio do qual se selecciona
uma funcédo de decisdo admissivel, excepto, é claro, quando se cai na situacdo em
que f = 0, em que o melhor teste de tamanho @ pode néo ser admissivel.

Exemplo 7.3 — Continuacdo. Para determinar o conjunto,

S5 = {la(), f(P)] : ¢ € @},

onde,
o) = By olp(X)} = j $() dx,

B(@) = Eyosil — p(X)} = 1 - j $() dx,
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note-se que S; é convexo, simétrico em relacdo ao ponto (1/2,1/2) e contem os
pontos (0,1) e (1,0). Por outro lado, pelo Teorema 7.3, a fronteira inferior per-
tence a S; e é formada pelos pontos (a, ) correspondentes aos melhores testes de
tamanho a. Se @ = 0, o melhor teste é dado por [A], para o qual se tem § = 0.5.
O ponto (0, 1) corresponde ao teste #(x) = 0. Com 0 < a < 0,5, o melhor teste é
dado por [B], donde,

2 2,5
ﬁ=1—J Zadx—J dx =0,5—a,
15 2

e os pontos (a, f) formam o segmento que une os pontos (0, 0,5) e (0,5,0). Com
a = 0,5, tem-se, por [C], f = 0. Finalmente, com 0,5 < a £ 1, tem-se f§ = 0. Repare-
-se que neste ultimo caso os melhores testes de tamanho a ndo sdo admissiveis.
O conjunto S; representa-se na Fig. 7.4.

p

0,5 . (1’1)
2 2

S

Fig. 7.4

O

Exemplo 7.4 — Suponha-se que a variavel aleatoria, X, tem fun¢io de densidade,
f(x6) =(1/0)e™°, x>0, 8> 0.
Pretende ensaiar-se Hy: 6 = 1 contra H;: 0 = 2. A funcédo de distribuicdo de
Y = f(X1]2)/f(X|1), quando 0 = 1,
P(Y £¢) = P[f(X]2) S cf(X[1)]
= P,(X £ 2log2¢),
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é dada pela expressio,

0 para 0Sc<1/2,

Pl(Yéc):{ 1_(1/452) para 521/2

Fixe-se ¢ = 0,05; com 1 —a = 0,95 existe ¢, tal que P;(Y < ¢;) = 0,95, pois de facto,
1—(1/4c}) = 0,95, implica ¢, = J5 = 2,24. Portanto, por (7.25), y = 0, e o melhor
teste de tamanho 0,05 é,

1 se f(x]2)>2.24 f(x]1),
$(x) _{ 0 se f(x|2) <224 f(x|1).

E facil verificar que f(x|2) > 2,24 f(x|1) quando x > 3; assim, o melhor teste de
tamanho 0,05 pode escrever-se na forma,

se x> 3,
se x<3.

1
6= 4

Do ponto de vista pratico importa notar que no caso presente nio ha necessidade
de determinar a fungao de distribuicdo, P;(Y < c¢), para calcular ¢,. Com efeito,
f(x]2) > ¢, f(x|1) implica x > ¢, e ¢; pode obter-se a partir do tamanho do
teste, .

(e8]

a = E{p(X)} = J flx|1)dx = J e *dx,

donde ™% = a; com « = 0,05 sai ¢, =3.
Para obter o conjunto S; considerem-se os melhores testes de tamanho «,
0 £ a £ 1, que séo da forma,

se x>,

se x<¢,

60 -1 4

comc 20,e ¢ = a. Assim,

’

a=E{p(X);=e",
= Ex{l = ¢(X)} = JC (1/2)e™Pdx=1~-e/?
0
=1-+a.

A equagio da fronteira inferior é f = 1—\/a e por simetria obtém-se imediatamente
So — veja Fig. 7.5.
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Fig. 7.5

O

Exemplo 7.5 — Com X = (X, X,,...,Xy), X; LLD., X; ~ N(0,1), para ensaiar
H,:0 = 8, contra H;: 6 = 6,, 0, > 0,, através do Lema de Neyman-Pearson, verifica-
-se que o melhor teste de tamanho « é da forma,

doo=1g % 129 4]

se x<¢,

pois,
f(x]6,)/f(x|6y) > c implica x > ¢’;?

o valor de ¢’ determina-se facilmente a partir de a e da funcdo de densidade de
X ~ N(0,1/N). Assim,

@ = B {p(X)} = P (X > ¢) = 1 - ®[VN(¢' - §)];
a probabilidade de um erro de 2.* espécie é,

B = Ep {1 — (X} = P (X < ¢') = ®[VN(¢' - )]
Da expressao de Eg {¢(X)} obtém-se,

¢ =6, +(1/JYN) &7(1 - ),

2 A casualizagdo ndo é necessaria por X ser variavel aleatéria continua.
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onde ®1(u) é a funcio inversa de ®(u), funcio de distribuicio da N(0, 1).> Conclui-
-se daqui que ¢’ ndo depende da hipdtese alternativa, H;; isto é, qualquer que seja
0, > 0,, o teste é sempre da forma [A] variando ¢’ apenas com 6,, com a dimensao
da amostra N e com o tamanho do ensaio «. Este aspecto é importante e é adiante
retomado. Por outro lado, substituindo ¢’ na expressio de f, vem,

B = (D[(D_l(l —a)— \/N(Ql — )],

equagio da fronteira inferior de S;. [

Em resumo, o procedimento usual no ensaio de H, contra H, consiste em atri-
buir um valor a @ — correntemente, 0,01 ou 0,05 — fixando a probabilidade com
que o decisor esta disposto a cometer um erro de 1.* espécie, e em procurar o
melhor teste de tamanho «, isto é, o teste que minimiza a probabilidade de come-
ter um erro de 2.* espécie. Na pratica, com a = 0,01 ou 0,05, raramente sucede sair
B = Ep{1 — #(X)} = 0; se B > 0, o melhor teste de tamanho « é admissivel.

Veja-se, seguidamente, o que acontece com as solu¢gdes minimax e Bayes.

Com © = {0),0,}, faca-se, em (7.13), Ly(6,) = L,(6,) = 0, L,(6,) = K,,
L,(6,) = Kj, isto é, considere-se a fungao perca «0-K;»; vem,

R(0, ¢) = K, Eg {¢(X)},
R(01, §) = KyEg {1 — ¢(X)}-

O teste minimax, ¢, deve verificar,

max[R(6,, §), R(6;, $)] < max[R(6, ), R(6;, $)],

para todo o ¢ € .

Teorema 7.4 — Para ensaiar Hy: 6 = 6, contra H;: 8 = 6, o teste minimax é
definido por,
] 1 ose fxl6)>C(x]6),
Ppx) =9 @ se f(x|6)=Cf(x|6), (7.27)
0 se f(x]6) <Cf(x[6).

onde C é determinado pela condigao, R(6,, (j;) = R(6 ,gzg).
Dem. Seja ¢ € ® um teste arbitrario. Se R(6,, $) < R(6,, $), tem-se,

max[R(6y, $), R, §)] = R(6, ) < max[R(6), $), R0y, $)].

* Nio confundir @ tal como empregado no presente exemplo com qualquer classe de testes.
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Se, R(6y, §) = R(6y, $), vem,
Eg {$(X)} > Ep {p(X)};

mas, pelo Lema de Neyman-Pearson, qg, sendo da forma (7.18), é o melhor teste do
seu tamanho para ensaiar H, contra H;. Logo, necessariamente,

Eg {1 — ¢} = Ey {1 - $(X)},
isto é, R(6,, ¢) = R(6,, ). Portanto,
max[R(6, §), R0, )] = R0, ) < R(6,,¢) < max[R(6), $), R(6,.$)],
e ¢ é minimax. 00
Exemplo 7.5 — Continuagdo. O teste minimax é da forma,

~ 1 se x>C,

P=10 s x20C

onde C’ é determinado pela condicdo, R(6,, §) = R(6,, §), isto &,
Ky Eg {9(X)} = KoEg {1 = $(X)},

ou seja,?

K{1 - ®[VN(C’ - 6]} = K, @[VN(C' - 6)];

dados, N, 6, , 0, K, , e K, o valor de C’ obtém-se facilmente com uma tabela da
Normal. A casualizacdo néo é necessaria, donde w = 0. [J

Exemplo 7.3 — Continuagdo. Verificando o teste minimax a condi¢éo,
Ky Eg {00} = Ko F {1 = J(X)}

ou seja,
Kla = Koﬁ,

tem-se, considerando a equacio da fronteira inferior de Sy,
a+ =05 a>0, >0,

que ¢ é o melhor teste de tamanho a = 0,5K,/(K, + K,), ou, por [B],

1 se  f(x]0,5)> f(x|0) ou se 2<xZ£25,
d(x) =1 Ky/(Ky +K;), se f(x]05)= f(x|0) ou se 1,55xZ2,
0 se  f(x]0,5) < f(x|0) ou se 1Zx<15.

4 Aqui @ designa mais uma vez a distribuicio da N(0, 1).
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Teorema 7.5 — Para ensaiar Hy: 8 = 6, contra H;: 0 = 0,, o teste Bayes contra a
distribuicéo a priori, h = ({, 1 — (), é definido por,

1 se f(x|6)>Kf(x|6),

P = { 0 se f(x6) < Kf(x|dy) (7.28)
onde, ;
K
K —_ m. (7-29)

Dem. Mantendo a fungdo perca na forma «0-K;», anteriormente considerada, e
recordando que na pesquisa das solu¢des Bayes ndo ha necessidade de casualizar,
tem-se que o teste Bayes contra h deve minimizar,

R(h,¢) = {R(6). $) + (1 = IR0, ¢)
= (K Eg {p(XD} + (1 = DK, Ep {1 — $(X)}

— (1= 0K, + L PO Fx 6) — (1 — DKo fCx|6,)] dx:

da analise da ultima expressdo saiem imediatamente (7.28) e (7.29). [

Exemplo 7.5 — Continuacdo. Para determinar o teste Bayes, que é necessariamente
da forma [A], basta notar que a desigualdade,

A VNI €
f&10) - 1-OKy’

implica,

log[¢K; /(1 = K] N 0 + 6,
N, —6) 2

Note-se que o risco a posteriori é, no caso presente, dado por,

r(a,) = Koh(6, |x) = Ko(1 = O f(x[6)/[5 f(x|60) + (1 = O f(x[ )],
r(a) = Kih(6, [x) = Ky { f(x[6)/[f(x|6) + (1 = ) f(x[6,)],

e que, portanto, (7.28) e (7.29) equivalem a,

1 se r(ay) > ry(ay),
BO=10 e na) < nday)

Evidentemente, a casualizacdo é irrelevante pois estaria a fazer-se apds a observa-
c¢éo de pontos x para os quais as duas ac¢des tém o mesmo risco a posteriori. [
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Exemplo 7.6 — Suponha-se que a qualidade de um produto é representada por uma
variavel aleatéria X ~ N(6,1). Quando o processo de producéo se encontra sob
controlo o valor de 6 deve ser 6,. Em cada hora é observada uma unidade do pro-
duto escolhida ao acaso; ao fim de N horas a situacéo é descrita por X;, X, ..., Xy,
X; independentes.

Suspeita-se que ao fim de k horas, 1 < k < N, ocorreu uma avaria tradu-
zida pelo deslocamento da média 0 de 8, para 8, > 6,. A perca ocasionada por tal
deslocamento é avaliada em (6, —6;) por hora e se 0 mesmo de facto ocorreu a labo-
ragdo deve ser interrompida para rectificacdo. Por outro lado, se o deslocamento
ndo ocorreu e a laboracdo é suspensa, produz-se uma perca avaliada em L.

Considerando a distribuicéo a priori, h = ({, 1 — {) — néo ocorréncia ou ocor-
réncia de deslocamento — pretende-se encontrar, considerando as N observacdes,
o teste Bayes contra h para ensaiar,

Hy: X, X,, ..., Xy LLD. segundo N(6,, 1),

contra,
H;: Xi,..., X LLD. segundo N(6,,1) e
X+ 15 X425 ---» Xy LLD. segundo N(0,, 1), k dado.
Tem-se,
f(X|H1) 1 £ al 1 il
TE ep ]2 [ Y-+ Y G- 002 |H expl-L 3k -0y
Foxl % | 2| 20 2 ey 2t
‘ al k (N k) N
= exp QO;JCi‘Feli:;lxi_E@o 0 ¢ / exp QOZx 2
N -k
= exp {6, - )V - BTy, - )<92 ).
onde,

-
AN-k = Z

i=k+1

(N k)
é a média das ultimas N — k observacdes.
Assim, sai ¢,(x) = 1 [rejeita-se H,], quando,
— log[{L/(1 = (N —Kk)6, —6)] 6, +6
XN_k > + ;
(N = k)(6, — 6) 2

comparando com o resultado do Ex. 7.5 conclui-se que tudo se passa como no

ensaio de Hy: 0 = 6, contra H;: 6 = 0, com base nas ultimas N — k observa-
coes, isto é, as primeiras k observagdes sdo irrelevantes como alias seria de esperar
[Zacks (1981)]. I
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7.3 Testes uniformemente mais potentes

O ensaio de hipéteses simples contra alternativas simples possui sobretudo inte-
resse tedrico, pois, em geral, o espaco do parametro ¢ intervalo de R ou R¥ e nao
conjunto com dois elementos, ® = {6,,0,}. A enorme importancia do Lema de
Neyman-Pearson deve-se precisamente ao facto de as suas aplicacdes transcende-
rem largamente esse caso restrito.

Para estudar o ensaio de hipotese composta, seja Hy: 8 € ©,, contra alternativa
composta, seja H;: 6 € ©,, ha que adaptar alguns conceitos estudados nas seccdes
anteriores. A maior complexidade da anélise obriga, por vezes, a deixar a funcéo
perca na penumbra.

Funcéo de decisdo aleatoria ou teste, ¢ € ®, para ensaiar H, contra H;, tem
tamanho a, com 0 £ o < 1, se,

sup E{¢(X)} = a: (7.30)
0€©,
um teste, ¢ € ®, diz-se uniformemente mais potente (UMP) de tamanho « se, além
de verificar (7.30),
Ep{p(X)} 2 Epi¢p’(X)} para 6 € O, (7.31)

qualquer que seja o teste de tamanho «, ¢ € .

Os testes UMP s6 existem em casos especiais em virtude de a condig¢do (7.31)
ser demasiado exigente. Por exemplo, supondo, @ = (—o00,+00), O, = (—00, 6],
©, = (6,, +0), a Fig. 7.6 mostra a posicdo que a funcdo poténcia do teste UMP, ¢,
deve ter em em relagéo a qualquer outro teste, ¢’, tendo como ¢ tamanho a.

Ep{p(X)}

Fig. 7.6
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Se H, e H, sdo hipoteses compostas e se @ = R, a situacio de mais facil trata-
mento é aquela em que,

H,: 6 £ 6, contra H;: 0 > 0; (7.32)

diz-se neste caso que o ensaio é unilateral [o tratamento de (7.32) aplica-se, com
modificacdo 6bvia, a Hy: 6 2 0, contra H;: 0 < 6,].

Infelizmente, nem mesmo para os ensaios unilaterais existem, em condicdes
gerais, testes UMP. Este facto leva a explorar duas vias de investigacéo:

1) Procurar testes UMP depois de impor restrigdes sobre a familiaF = {f(x|0) :
0 € B}.
2) Procurar testes que sejam UMP dentro de uma subclasse de ®.

A primeira via conduz a familias de distribuicbes com razdo de verosimilhanca
monoétona (RVM).
A familia, {f(x|60) : 0 € ©}, em que © é um intervalo de R, tem RVM, quando,

f(x16,)/ f(x|6,), com 6, >0, (7.33)

é funcdo ndo decrescente de x. O que interessa de facto é a monotonicidade de
f(x6,)/ f(x]6,), pois se esta fungdo é nio crescente pode reduzir-se a primeira
forma tomando Y = —X ou operando a reparametrizagio w = —0.

Séao defini¢des equivalentes,

flx, |92)/f(x2 16,) 2 flx |92)/f(x1 16,), (7.34)

com 6, > 0, e x, > x;, ou ainda,

f(x10)/ f(x,10),  com x, > xi, (7.35)

funcdo néo decrescente de 6.
Como f(x|60) pode ser igual a zero para alguns valores de x e de 6, é mais
conveniente definir RVM pela condicéo,

x> xp, 0,>0, = f(x,10,)f(x,10,) — f(x,16,) f(x116,) 20, (7.36)

ou ainda,
f(xl |91) f(xl |02)
X, > x, 6,>0, =

f(xz |91) f(xz |02)

1\

0. (7.37)
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Exemplo 7.7 — A familia Binomial tem RVM:

(X)65(1—0)N~ _[(1—92 ] 0,(1-6,) ]
(Mera-e)v-=  La-6)] lea-6)

é funcdo ndo decrescente de x quando,

6,(1-6,)

— | >10uf, >0,.
01(1—92)] 2o
O

Exemplo 7.8 — A familia Normal com média 6 e variancia conhecida, seja 0 = 1,
tem RVM:

(27m) /% exp{~(x — 0,)* /2}/ (27)"/* exp{~(x — 6,)* /2} =
= exp{—(0; — 07)/2} exp{x(6, — 6))},
e, com 6, > 0,, exp{x(0, — 0,)} é funcdo ndo decrescente de x. [J

Exemplo 7.9 — A familia Cauchy nio tem RVM, pois,

f(x16) 1+ (x-6)°
fx16) 1+ (x =0

converge para 1 quando x — £oo. [J

O conceito de RVM apresentado refere-se a uma variavel aleatoria, X, escalar.
Se X = (X, X,,..., Xy) e X = (x1, %, ..., XN), € S€,

f(x16,)
x5y 0, >0, (7.38)

é fungdo ndo decrescente da estatistica, T(x), diz-se que {f(x]0) : 0 € ©} tem
RVM em T(x).

Exemplo 7.10 — Se X; L1D., X; ~ N(0,1),i = 1,2,..., N, é de verifica¢io imediata
que f(x|60) tem RVM em T(x) = Xx; ou em T*(x) = X (estatisticas suficientes). []

Exemplo 7.11 —Se X, L1.D.,i = 1, 2, ..., N, com distribui¢do na familia Exponencial,
tem-se,

fx16) = [CO]Y exp{QOTGOIIH(x,);
logo, se Q(0) é funcdo nio decrescente de 0, a familia tem RVM em T(x). O
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A monotonicidade da razdo de verosimilhangas traduz uma preservacdo de
ordem entre os valores do pardmetro e os valores de X ou de T(X) no caso vectorial.

Suponha-se que X representa o numero de pecas defeituosas numa amostra
casual de N pecas e que 6, 0 £ 6 < 1, designa a probabilidade de obter uma peca
defeituosa. Evidentemente, a valores pequenos de 6 correspondem, mais prova-
velmente, valores pequenos de X e a valores grandes de 8 correspondem, mais
provavelmente, valores grandes de X. Nos problemas de inferéncia interessa o
caminho inverso, isto é, poder inferir que com valores pequenos (valores grandes)
de X estdo associados valores pequenos (valores grandes) de 6. Esse caminho esta
aberto se X tem distribuicdo com RVM, precisamente o que sucede quando X tem
distribui¢do Binomial.

Com a distribui¢do de Cauchy, que ndo tem RVM, ainda se pode afirmar que a
valores pequenos (valores grandes) de 8 correspondem, com maior probabilidade,
valores pequenos (valores grandes) de X. No entanto, devido ao comportamento
das abas da Cauchy, néo é legitimo inferir que valores pequenos (valores grandes)
de X estdo associados com valores pequenos (valores grandes) de 6.

As consequéncias da monotonicidade da razio de verosimilhancas podem
apreciar-se, também, no contexto do Lema de Neyman-Pearson. Para ensaiar H:
0 = 6, contra Hi: 6 = 0,, 6, > 8, a determinacdo do melhor teste esta esque-
matizada na Fig. 7.7 [quando f(x |6) tem RVM] e na Fig. 7.8 [quando f(x|6) ndo
tem RVM].

fx100)/ f(x16) $(x)

1F ——
|
|
|
|
—
c X

Fig. 7.7

Repare-se que no primeiro caso [quando f(x |6) tem RVM] a fungéo teste, ¢(x)
énao decrescente (monétona). A proposicdo seguinte, devida a Karlin, que adiante
se aplica, é outra das consequéncias da RVM particularmente relevante no estudo
da funcéo poténcia dos testes unilateriais.
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f(x16))/ f(x16) $(x)

Fig. 7.8

Teorema 7.6 — Suponha-se que F = {f(x|0) : —co < 6 < +oo} tem RVM em x.
Se ¥(x) é funcdo nao decrescente de x, entdo Ep{y/(X)} é funcdo ndo decrescente

de 6.
Dem. Pode ver-se em Zacks (1981) ou em Karlin (1957). [

O teorema seguinte, devido a Karlin e Rubin (1956), estabelece em que condi-
¢Oes existem testes UMP para ensaios unilateriais:

Teorema 7.7 — Se o vector aleatério, X, tem distribui¢io com RVM em T(x), entéo,
para ensaiar Hy: 6 < 6, contra H;: 6 > 8,, os testes da forma,

1 se T(x)>t,

px) =1y se T(x)=t, (7.39)
0 se T(x)<t,

possuem as seguintes propriedades:

(i) Sao UMP de tamanho Ey {¢(X)} = a, desde que seja Ey {¢(X)} > 0.

(ii) Paratodoo a,0 £ o £ 1, e todo 0 8, —o0 < 6, < 400, existem numeros £, e
Y, =0 Sty £ 400, 0 £ y £ 1, tais que o teste definido por (7.39) é UMP de
tamanho « para ensaiar H, contra H;.

(iii) A funcéo poténcia do teste ¢ definido por (7.39), Eg{¢(X)}, é ndo decrescente
em 6.

Dem. Sejam, 6,, 6, € ©, 6, > 6,. Para ensaiar, Hy: 8 = 6, contra H;': § = 6, o
Lema de Neyman-Pearson ensina que os testes da forma (7.18) sdo melhores do
seu tamanho desde que seja 0 < ¢ < o e que o teste com ¢ = oo, (7.19), é o0 melhor
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de tamanho zero. Como, por hipétese, f(x|0) tem RVM em T(x), tem-se que os
testes da forma (7.39) sdo também da forma (7.18) desde que seja Eg {¢(X)} > 0,
isto é, ¢ < o0; de facto, nesse caso,

Tx) st e f(x[6)/fx]6) s c.

Os testes da forma (7.39) sédo, portanto, os melhores do seu tamanho para ensaiar
Hy contra Hy, desde que seja Eg {¢(X)} > 0.
Pelo teorema de Karlin, a funcédo poténcia de ¢ é ndo decrescente

Epigp(X)} < Eg {¢(X)} = @, 0 < 6, (7.40)

Como, porém, ¢ nio depende de 6, (depende apenas de « e de 6,: veja-se o caso
do Ex. 7.5 para ndo mencionar outros), segue-se que ¢ é UMP de tamanho « para
ensaiar 6 = 6, contra 6 > §,. Assim, ¢ é UMP dentro da classe de testes ¢” que
verificam,

Eg, ¢ (X)} < Eg 19(X)} = a. (7.41)

Ora, a classe de testes que satisfazem (7.40) esta contida na classe de testes que

satisfazem (7.41). Em consequéncia, ¢, que é UMP na classe mais ampla que cum-

pre (7.41) é também UMP na classe mais restrita que cumpre (7.40). Enfim, desde

que seja @ > 0, ¢ é UMP de tamanho « para ensaiar Hy: 8 < 6, contra H;: 6 > 6.
Provados (i) e (iii) falta provar (ii). Notando que,

Eg {p(XD} = Po [T(X) > 1] + y Py [T(X) = 1],

a determinacéo de t, e de y processa-se tal como a determinacéo de ¢, e de y no
Lema de Neyman-Pearson [reveja-se o que se passa a partir de (7.22) e substitua-se
afuncéo de distribuiciode Y = f(X |6,)/ f(X |6,) pela distribui¢ao de T(X)]. 0O

Exemplo 7.12 — Os casos tratados nos Ex. 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5 podem alargar-se
imediatamente ao ensaio da hipétese unilateral: Hy: 6 < 6, contra a alternativa
H;: 0 > 6,, sendo facil concluir que nio ha, em geral, qualquer alteraco na estru-
tura dos testes que sendo anteriormente melhores de tamanho « passam a ser UMP
de tamanho «, desde que seja 0 < ¢ £ 1. Como a demonstracgéo do teorema ante-
rior procura esclarecer as dificuldades podem surgir quando a = 0.

Retome-se o Ex. 7.3. Para ensaiar, Hy: 8 < 0 contra H;: 6 > 0, é evidente que

os testes da forma,

se x> X,

B9 =1 | [A]

se x < x,

tém tamanho a = 0 desde que se tome x;, = 2. No entanto, s6 o teste com x, = 2
é UMP de tamanho zero. Para melhor esclarecimento comparam-se, na Fig. 7.9, as
fungdes poténcia dos testes correspondentes a x, = 2 e x, = 3.
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Ep{(X)}

1k — — — -

Fig. 7.9

Em resumo, para ensaiar Hy: 6 < 0 contra H;: 8 > 0, qualquer teste da
forma [A] é UMP do seu tamanho se esse tamanho for maior do que zero. Os tes-
tes da forma [A] com tamanho zero néo sdo em regra UMP; existe, no entanto, um
teste da forma [A] que é UMP de tamanho zero. [J

Exemplo 7.13 — Considere-se, X = (X, X,, ..., Xy), X; LLD., X; ~ U(0,0), 6 > 0.
Tem-se,

f(x[6) = (1/6)L ¢ [max(x)];

com 0, > 0,, arazdo de verosimilhanca vem dada por,

f(x16,)
f(x|91)

= (6 /6 W, o,y [max(x)]/ Lo, g, [max(x;)]}.
Com,

A(x) = I, g,)[max(x)]/ L, ) [max(x;)]
1 se 0<max(x)<¥6,
oo se 0 £max(x) <6,

e a convengdo, A(x) = oo se max(x;) = 6,, conclui-se que f(x|6) tem RVM em
T(x) = max(x;).
Para ensaiar H;: 6 < 6, contra H;: 6 > 0,, qualquer teste da forma,

se  max(x;) > t,,
se max(x;) < &,

1
400-1 4



346 Problemas de bidecisio (Ensaio de Hipoteses)

é UMP do seu tamanho se este for maior do que zero. Como T = max(X;) tem
funcéo de densidade,

NtN—l
g(t|9):—N’ 0<t<0,

0

tem-se que, para 0 < t; < 6,, o tamanho do teste é,

(o)
Ey 1)} = j y

NtN_l
0

para t, = 6, o teste tem tamanho zero mas s6 com ¢, = 6, é que é UMP. [J

Na presente sec¢ido ainda néo se fez qualquer emprego da fun¢io perca; para
caminhar nesse sentido note-se o corolario do teorema anterior,

Teorema 7.8 — Se o vector aleatdrio X tem distribui¢cio com RVM em T(x), entfo,
para qualquer teste ¢’ € ® e para cada 6, € O, existe um teste da forma (7.39)
tal que,

Eo{¢p(X)} 2 Epfp’(X)} para 0 26, (7.42)

Ef{¢(X)} < Ep{¢’(X)} para 6= 06, (7.43)

Dem. Seja a = Eg{¢"(X)}, 0 £ a < 1, e considere-se o teste da forma (7.39) UMP
de tamanho « para ensaiar Hy: 8 < 6, contra H;: 6 > 6); tem-se imediatamente
(7.42). Por simetria, o Teorema 7.7 implica que 1 — ¢(x) é UMP do seu tamanho
para ensaiar Hy: 6 2 6, contra H;": 6 < 6, desde que seja a # 1; portanto, tem-se
(7.43). O caso a = 1 obtém-se por simetria do caso a = 0. 0d

Se a, (aceitacdo de Hy) é a acgo correcta quando 6 < 6, e g, (rejeicdo de H)

é a accéo correcta quando 8 > 6, parece razoavel introduzir as seguintes relacdes
para a funcéo perca,

L,(0)—Ly(0) £0 paraf > 6, (7.44)

sem qualquer restri¢io quanto ao que se passa para 8 = 0.

Teorema 7.9 — Se a funcéo perca satisfaz (7.44) e (7.45) e se o vector aleatorio, X,
tem distribuicio com RVM em T(x), a classe de testes (7.39) é essencialmente
completa. Se o conjunto {x : f(x|6) > 0} é independente de 6 e se existem
numeros 0, 6, € ©, 6, < 6, < 0,, tais que

Li(0) = Lo(0) >0 e L(6,) — Ly(6,) <0, (7.46)

entdo os testes (7.39) sdo admissiveis.
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Dem. Seja ¢’ € ® um teste qualquer e ¢ € ® um teste da forma (7.39) satisfazendo
(7.42) para o valor 8, a que se referem (7.44)—(7.45). A diferenca entre as funcdes
risco, tal como definidas em (7.7), é,

R(0.¢") = R(6,¢) = [L,(0) — Lo(D)][ Eg{¢’" (X)} — Eg{(X)}]; (7.47)

se 0 > 6, por (7.42) e (7.44), ambos os factores do segundo membro séo néo positi-
vos; se 6 < 6, ambos os factores sdo nio negativos em virtude de (7.43) e (7.45); se
0 = 6y, Eg {¢(X)} = Eg {9’ (X)}. Portanto, é sempre, R(0,¢") 2 R(0, ¢), e a classe de
testes (7.39) é essencialmente completa.

Seja agora ¢ um teste da forma (7.39) e suponha-se que ¢’ é um teste para o
qual R(0,¢’) < R(6, ¢) para todo o 6 € ©; para provar que ¢ é admissivel importa
mostrar ser R(0,¢’) = R(0, ¢) para todo o 0 € ©. De (7.42) e (7.43) sai, com 0, e 0,
nas condicdes enunciadas,

Eg ¢’ (X)} — Eg {¢(X)} < 05 Ep {¢" (X)} — Ep {¢(X)} 2 0.

Se Eg{¢p(X)} > 0, ¢ ¢ UMP do seu tamanho para ensaiar Hj: ¢ < 0, contra a
alternativa Hy: 6 > 0, em virtude do Teorema 7.7; se Ey{#(X)} = 0, ¢ é ainda
UMP do seu tamanho porque todos os testes de tamanho zero tém funcéo poténcia
constantemente nula quando {x : f(x|0) > 0} ndo depende de 6. Como ¢ é UMP
em todos os casos, tem-se Eg{¢p(X)} = Eg{¢’(X)} para todo o 6 > 0,. Por simetria,
vem Ep{d(X)} £ Eg{¢’(X)} para todo o 0 < 6,. Isso implica R(0, ¢") = R(0, $) como

era preciso demonstrar. [l
Exemplo 7.14 — Com X; 11D, X, ~ N(0,0%),i = 1,2,...,N, o¢ conhecido,
f(x]6) tem RVM monétona em
2X;
T(x) = — =X;
==

X é estatistica suficiente, X ~ N(0,0Z/N).
Para ensaiar Hy: 6 £ 6, contra H;: 0 > 0, os testes da forma,

se X >t

$(x) = { : (7.48)

se x <,
sdo UMP de tamanho « > 0 com t, determinado pela condicéo,
Eg {¢(X)} = Py, (X > 1)) = .

Suponha-se que a funcéo perca € a representada na Fig. 7.10 e que se tem 6, = 31,
o = 8 e N = 64. Considerem-se os trés testes, &1, ¢y, P, correspondentes aos
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40

L,(0)

| | | - | | |
/\/ 28 29 30 31 32 33 34 0
Fig. 7.10

valores t, = 30,5,31,25,31,5. E interessante comparar as funcdes risco, R(0, ¢,),
i=1,2,3. Para ¢,, tem-se,

| Li(®)E¢,(X)} se 6<31,
RE.9) = { LBl - 4,00} se 0531
donde,
R6.4.) = L, (0){1 — ®[J64(30,5 — 0)/8]} parad < 31,
©.90) = { L,(0)D[V64(30.5 — 0) /3] para § > 31.

Procedendo de modo semelhante para ¢, e ¢; obtém-se as funcdes risco represen-
tadas na Fig. 7.11.

Deixa-se como exercicio a determinacdo do tamanho dos testes considerados:
b1, G2, 5.

Repare-se que os testes da forma (7.48), além de formarem uma classe essen-
cialmente completa, sdo admissiveis. De facto,

{x: f(x]|6) >0} =R",

néo depende de 0 e a funcéo perca verifica (7.46).
Os aspectos elementares do presente exemplo encontram-se expostos em
Chernoff e Moses (1959).
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7.4 Ensaios bilaterais

Os ensaios considerados na seccdo anterior sdo unilaterais. A situagdo complica-se
quando se estudam ensaios bilaterais, como,

H,: 0 =8, contra H;: 0 # 6, (7.49)

(7.50)

(7.51)
Os resultados que vao apresentar-se somente sdo validos para distribui¢des do tipo

Hy: 6, £0 <0, contra H:0<6, ou >80, (6,>0,),
Hy: 06, ou 026,60, >0,) contra Hy: 6, <6 <0,.

exponencial,

f(x[6) = C(0) exp{Q(O)R(x)}H (x), (7.52)

349
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ou,

f(x|0) = C(0) exp{Ox}H(x), (7.53)

com 6 € O, O intervalo de R. Estas distribui¢cdes sdo subclasse das distribuicdes
com RVM o que implica uma maior restricido dentro da via de investigacdo 1) refe-
rida no inicio da sec¢éo anterior.

Mesmo com a restri¢do a familia exponencial sé existem testes UMP para o
ensaio (7.51). Com efeito, Lehmann (1959) demonstra,

Teorema 7.10 — Se X = (X, X,, ..., Xy), X; LLD. com funcéo de densidade (7.52)
[com Q(6) estritamente crescente], com T(X) estatistica suficiente, T(X) = ZR(X;),
para ensaiar,

Hy:0£6, ou 0206,(0,>0,) contra Hy: 6, <0 <0,
existe um teste UMP dado por,

1 Se tl < T(X) < tZa (tZ > tl)’
gx)=1 1 se T(®) =t i=12 (7.54)
0 se T(x)<touT(x)>t,

onde t, y;, i = 1,2, sdo determinados pelas condicdes,

Eg {$(X)} = Ep, {p(X)} = a. (7.55)
N

Exemplo 7.15 — Suponha-se que X tem distribuicdo Binomial com N = 15 e que
para ensaiar Hy: 0 £ 0,3 0uf = 0,8 contra H;: 0,3 < 0 < 0,8 pretende determinar-se
um teste UMP com a = 0,25.

Como X é suficiente para 0 o teste é da forma,

1 se x <x<x,
px)=13v se x=x,i=12,
0 se x<x oux>x,

com,

Eg {p(X)} = Eg-o5{¢CO} = 11 (37) (0.3)(0.7)° 7 +

+ D, (D3O +p () 030"

x=x;+1

= 0,25,
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E92{¢(X)} = E9=0,8{¢(X)} =" (}c? ) (0,8)x1 (0,2)15_7‘1 +

+ D, (870" +p () 08)2(0.2)"°

x=x+1
= 0,25,
donde se obtém, depois de algum célculo,
X, =6, x, =11, y;, = 0,81, y, = 0,46.
O

Exemplo 7.16 — Embora nio se consigam estabelecer proposicdes gerais sobre a
existéncia de testes UMP para os ensaios bilateriais (7.49) e (7.50), ha casos parti-
culares em que tais testes existem.

Com X; L1D.,, X; ~ U(0,0),i = 1,2,..., N, o teste,

$x) = {

1 se max(x) < 6,()"N ou max(x;) > 6,,
0 outros x,

é UMP de tamanho «a para ensaiar Hy: 6 = 6, contra H;: 6 # 6,.

Com X; LLD. com funcdo de densidade exp{—(x; — 0)}, x; > 0, existem testes
UMP para ensaiar Hy: 6 = 6, contra H;: 8 # 6, pois as variaveis aleatorias, Y; =
exp{—X}, sdo LLD. U(0,e7%). O

Os trés teoremas seguintes contém resultados referentes aos ensaios (7.49) e
(7.50) mas as respectivas demonstragdes [veja-se Ferguson (1967)] sdo omitidas,
quer por serem demasiado pesadas, quer por carecerem de proposicoes auxiliares
— nomeadamente a que generaliza o Lema de Neyman-Pearson — cuja inclusao
iria alongar demasiado o presente estudo.

Teorema 7.11 — Se a variavel aleatéria, X, tem distribuigdo (7.53), entdo dado
qualquer ¢’ € @, existe, para o ensaio (7.50), um teste ¢ € @, definido por,

1 se x<x oux>x,
px)=4y se x=x,i=12, (7.56)
0 se x <x<x,

que verifica,

Ep{gp(XD} = B {¢’ (XD} e Ep{p(XD} = Ep,{¢’ (XD}, (7.57)

<0 para 6, <0<6,

>0 para 0<0,0uf >0, (7.58)

E{$(X)} — B¢ (X))} = {
L
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A proposi¢io enunciada estabelece que dado qualquer teste ¢’ para ensaiar H;
contra H;, é sempre possivel encontrar outro teste ¢, da forma (7.56), que verifi-
cando (7.57) e (7.58) nunca ¢é inferior a ¢’. Repare-se, porém, que ¢ nao é UMP,
pois, como a Fig. 7.12 esclarece, pode haver um teste ¢, ndo satisfazendo (7.57),
mas ainda de tamanho comum a ¢ e ¢, com poténcia superior a ¢ quando 6 > 6,,
por exemplo.

Epi(X)}

Fig. 7.12

Teorema 7.12 — Se a variavel aleatéria, X, tem distribuicdo (7.53), entdo, dado
qualquer ¢’ € O, existe, para o ensaio (7.49), um teste ¢ € ®, definido tal como em
(7.56), tal que,

B {00} = By ¢/ (0} (7.59)

L EAD0O 0=, = SSEAS OO =0, (7.60
Ep{dp(X)} 2 Ep{¢p’(X)} para todo o 0 € ©. (7.61)
[l

Repare-se que este teorema também néo estabelece que o teste ¢ da forma (7.56)
é UMP, mas, sim, que dado qualquer ¢’ existe um ¢ da forma (7.56), do mesmo tama-
nho e com funcéo poténcia com a mesma inclinacdo para 6 = 6, nunca inferior
ao primeiro.

Quando se consideram dois testes ¢ e ¢* do mesmo tamanho, é evidente que a
condi¢do necessaria para ¢ néo ter poténcia inferior a ¢’ paratodo o0 € ® é que a
inclinacio no ponto 6, (6, ponto interior de ©) da funcio Ey{¢(X)} seja igual a da
funcéo Ep{¢’(X)}. O Teorema 7.12 mostra que essa condigdo é também suficiente.
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Os Teoremas 7.11 e 7.12 na medida em que permitem sempre determinar um
teste (7.56) ndo menos potente do que qualquer teste proposto, preparam natural-
mente o caminho para instituir os testes da forma (7.56) em classe essencialmente
completa. Para o passo final ha que introduzir restri¢des sobre a func¢io perca.

Admita-se que a funcéo perca satisfaz as condigoes,

(7.62)

onde 0, < 6, e © é um intervalo de R. O caso 6, < 6, refere-se ao ensaio definido
por (7.50) e o caso 6; = 6, ao ensaio (7.49). Tem-se,

Teorema 7.13 — Se a variavel aleatdria, X, tem distribuicdo (7.53) e se a funcédo
perca satisfaz as condi¢des (7.62) com 0, < 6,, a classe de testes definidos por (7.56)
é essencialmente completa. Se além disso existirem nimeros reais, 0] < 6; < 65,
tais que,

L,(07) — Ly(0)) <0, Ly(0;) — Ly(0;) > 0, Ly(63) — Ly(63) <0,

todo o teste da forma (7.56) é admissivel. (1]

7.5 Procedimentos mondétonos

Os Teoremas 7.9 e 7.13 sdo susceptiveis de generalizacdo. Considerem-se duas
accdes, A = {ay,a,}, sem referir necessariamente qualquer ensaio de hipoteses
[na presente secgdo as acgdes a, e a; aparecem trocadas em relagdo a alguns casos
anteriores o que nao levanta qualquer problema por as designacdes serem conven-
cionais] e introduzam-se os seguintes pressupostos sobre a funcdo perca:

[A] A diferenca, L,(0)—L,(0), é continua por trogos e muda de sinal exactamente
n vezes, nos pontos isolados, 67,0, ...,0°, conjunto que se designa por Q°.
Supde-se que Q° contém os zeros de Ly(0) — L,(0) e que L,(0) — L,(6) > 0
para 0 < 0).

[B] Dois pontos sucessivos de Q° podem ser iguais mas nio mais do que dois;
sendo & = 6, ,, entio,

[Lo(0) — Ly(D)][Ly(6") — L, (0] > 0,
para 0 < 0° < 0’ (6 e 0’ na vizinhanca de 0°), e,
[Lo(0) — Ly (O)][Le(6) — Ly(6))] < O,

para 0 < 6° (0 na vizinhanca de 6°). A igualdade de dois pontos sucessivos
corresponde  situagio em que uma acgio ¢é preferida na vizinhanca de 6
excepto para 6 = 6 onde a outra accdo é a mais favoravel.
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Os pressupostos [A]-[B] tém as condicdes (7.44)—(7.45) e (7.62) como casos parti-
culares. A situacdo correspondente a [A] representa-se na Fig. 7.13 e a correspon-
dente a [B] na Fig. 7.14.

0 0 0 6 =67,

Fig. 7.13 Fig. 7.14

Quando a funcéo perca verifica os pressupostos [A]-[B] tem especial interesse
a classe de procedimentos monétonos, isto é, a classe de funcdes de decisio alea-
torias ou testes da forma,

1 para xy <x<Xy,1 i=0,1,...,[n/2],
o(x) = Y, para x=x;, j=12,...,n, (7.63)
0 para outros x,

onde, [n/2], simboliza 0 maior inteiro contido em n/2, x, = — e x,,,; = +oo.
A classe de procedimentos monétonos com n pontos de casualizacdo designa-se
por M,; evidentemente, os testes da forma (7.39) pertencem a 9, e os testes da
forma (7.56) pertencem a t,.

Uma fungéo de deciséo da classe 90, leva a acgéo a; sempre que o valor obser-
vado para X cai em qualquer dos intervalos,

(x> 1), (362, %3, -, (Xgis X 1) w05 (s X 1),

e a ac¢lo a, sempre que o valor de X pertence a qualquer dos intervalos,

(e 2D, s (415 X1 2D o5 (K — 15 %)

Isso, é claro, se n for par; com n impar as modifica¢des sdo imediatas. Se o valor
observado coincidir com algumdos x;, j = 1,2, ..., n, procede-se a uma casualizacio
através da qual o decisor toma a, com probabilidade y; e a, com probabilidade 1—y;.

Uma funcéo de densidade ou de probabilidade, f(x |0), dependente de um para-
metro 6 cujo dominio, O, é intervalo, aberto ou fechado, de R, pertence a classe &,
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ou diz-se do tipo Pélya n, se,

f(x1|91) f(x2|91) f(xm|91)
[ 18D fal6) . fGsl)| -
FGal6) fGul6) - fGol6)

para, x; < x, < - < x,, 6, < 6, < - <6, e para todo o m < n. Note-se que
para n = 1 a condicdo é satisfeita por toda e qualquer fun¢io de densidade ou de
probabilidade. Recordando (7.37) conclui-se imediatamente que as distribuicdes
com RVM pertencem a &,.

Se para todo o m < n a desigualdade (7.64) é estrita diz-se que f(x|6) pertence
propriamente a classe #,.

Tem-se, como ¢é claro,

Py D>P;0...0P, D ...

a classe P, resulta da interseccédo de todas estas classes e contém as funcdes que
verificam (7.64) para todo o m. E simples exercicio mostrar que as distribuicdes da
familia exponencial pertencem propriamente a %.,,.

Os dois teoremas fundamentais sobre procedimentos mondtonos sio devidos
a Karlin (1956, 1957a):

Teorema 7.14 — Se a funcéo perca satisfaz os pressupostos [A]-[B] e se a variavel
aleatoria, X, tem distribuicdo propriamente &, , ;, dada a distribuicéo a priori, h(0),
ou todas as fung¢des de decisdo sdo Bayes ou a funcio de decisio Bayes contra h
pertence a 91, com valores YpJ=12,....n, arbitrarios. (JOJ

Teorema 7.15 — Se a funcéo perca satisfaz os pressupostos [A]-[B] e se a variavel
aleatoria, X, tem distribuicdo propriamente &, . ;, dada qualquer func¢éo de decisdo
¢’ ¢ M, existe uma Unica funcgdo de decisdo ¢ € M, tal que R(6,¢") > R(6, ),
excepto para 6 € Q" onde se verifica a igualdade. Além disso, 91, constitui uma
classe completa minima. ([

A demonstragio destes teoremas nio cabe no presente estudo. Em relacéo ao
segundo pode dar-se, no entanto, uma ideia geral do raciocinio de modo a destacar
uma importante propriedade das distribui¢des do tipo Pélya.

Com ¢’ ¢ M, e ¢ € M, considere-se,

RO.¢)— RO.) = [L(0) — L,(6)] j [4() — $G0)] fCx | 6) dx
= [L,(®) - Li(6)] j AG) f(x|0) dx:
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excepto para 0 € Q° tem-se R(6,¢’) > R(0, $) quando os dois factores do segundo
membro tiverem o mesmo sinal. Dada a natureza de ¢ [por ¢ pertencer a 91,] a
funcao de x, A(x), muda de sinal n vezes; se f(x|6) é propriamente Pélya n + 1,
também o integral muda de sinal n vezes e pela mesma ordem de A(x).

Uma importante consequéncia do Teorema 7.15 é mostrar que se a variavel
aleatéria, X, tem distribuicdo propriamente Polya 3 ndo existe teste UMP para
os ensaios bilaterais (7.49) e (7.50). Recordando o Ex. 7.16 ha que notar que a
distribui¢do Uniforme nio é propriamente Polya 3 dai a existéncia de um teste UMP
para Hy: 6 = 6, contra H;: 6 = 6,. Note-se, por outro lado, que para a distribuicio
do exemplo néo existe teste UMP para o ensaio (7.50) [veja-se Karlin (1957a)].

7.6 Testes uniformemente mais potentes niao enviesados

No ensaio de hipoteses bilaterais, (7.49) e (7.50), a via de investigacdo que consiste
em impor restri¢des a familia, { f(x |0) : 0 € ©}, ndo permite estabelecer a existén-
cia, em termos gerais, de testes UMP. Fica, no entanto, aberta, a pesquisa de testes
UMP em classes mais restritas de fun¢des de decisdo, sem excluir restri¢des sobre
a familia {f(x|0) : 0 € ©}.

Considere-se o ensaio de Hy: 8 € ©, contra H;: 6 € O,; um teste ¢ € ®, de
tamanho a,

sup Eg{d(X)} = a,
0=0,

diz-se ndo enviesado quando,
Ep{d(X)} = o para 0 € ©,. (7.65)

A interpretacéo de (7.65) é a seguinte: se ¢ € ® é um teste ndo enviesado, a pro-
babilidade de rejeitar H, quando falsa nunca é inferior a probabilidade de rejeitar
H, quando verdadeira. Os testes ¢ e ¢’ cujas fungdes poténcia se representam na
Fig. 7.15 sdo nio enviesados; o teste ¢’* é enviesado.

Considere-se, Hy: 6; £ 0 £ 0, contra Hi: 0 < 6, ou 6 > 6,, com 6, > 0,.
Se a variavel aleatdria X tem distribuicéo do tipo exponencial com parametrizacio
natural, com 6 parametro k-dimensional.

k

f(x|0) =C(0) exp iz 0;R;(x)

j=1

H(x),

uma amostra casual, (X;, X, ..., Xy), tem funcdo de densidade,

j=1 i=1

k N
fx16) = [CO)N exp {Z 0> Rj(xi)} ITH (x;). (7.66)
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L1 ElgC0}

Fig. 7.15

Lehman (1959) demonstra o seguinte,

Teorema 7.16 — Se ¢(x) é uma fungéo para a qual, com f(x|6) dado por (7.66), o
integral,

J J #(x) f(x]0)dx, (7.67)

existe para todo o 8 € O, espaco natural do pardmetro, entdo o integral é funcdo
continua de 8 em todos os pontos do interior de © e as derivadas de todas as ordens
em relacdo a @ podem permutar-se com a operacgéo de integracdo. L[]

A consequéncia deste teorema que aqui particularmente interessa é a seguinte:
se X tem distribuicao da familia exponencial (7.53), a funcéo poténcia de qualquer
teste ¢ € ® [o facto de ser 0 < ¢(x) < 1 garante a existéncia do integral (7.67)] é
continua em 6 e tem derivadas de todas as ordens permutaveis com a operacéo de
integracdo. Portanto, qualquer teste ¢ ndo enviesado de tamanho « deve verificar,

Eg {p(X)} = Ep {¢p(X)} = a, (7.68)

pois, por defini¢do, ndo pode ser E, {p(X)} > a,i = 1,2, e também ndo pode ter-se
Ep{¢(X)} < a, parai = 1,2, porque isso implicaria, pela continuidade,

Ep{p(X)} < apara 0, —& <0 <0, ouparaf, <0 <6, +¢,

e ¢ nio satisfazia (7.65).

Um teste nio enviesado que é uniformemente mais potente dentro da classe
dos testes néo enviesados diz-se UMPU (uniformemente mais potente «unbiased»).
A proposicio seguinte é simples corolario do Teorema 7.11,
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Teorema 7.17 — Se a variavel aleatoéria, X, tem distribuicdo (7.53), o teste com

estrutura (7.56), em que x;, X, y; € ¥, sdo determinados pelas condigdes (7.68), é
UMPU relativamente a Hy: 6, <0 < 6,. 1

Note-se que semelhante teste é, pelo Teorema 7.11, melhor do que qualquer
teste ndo enviesado de tamanho «; como ha pelo menos um teste nao enviesado
de tamanho «, ¢(x) = a, a existéncia fica garantida.

Analogamente, para H: 0 = 6, contra H;: § = 6, qualquer teste ndo enviesado,
$, de tamanho «, deve verificar, Ey {¢(X)} = a, e,

L9 00Hy—g, =0, (7.69

em virtude da continuidade. E consequéncia imediata do Teorema 7.12, o

Teorema 7.18 — Se a variavel aleatdria, X, tem distribuigio (7.53), o teste com
estrutura (7.56), em que x;, X,, ¥ € ¥, sdo determinados pelas condi¢des,

Egip(X)i=a e E{X$(X)} = aky{X}, (7.70)

é UMPU relativamente a Hy: 6 = 6,. U

Semelhante teste existe porque, mais uma vez, ¢(x) = « é um teste nio envie-
sado de tamanho a. A segunda condigéo (7.70) é consequéncia de (7.69) e de (7.53),
pois,

LEAH00} = 15 [ HOCO) exploxifiGe) dn
= [C'O)/COIEO} + X))

e C'(0)/C(0) = —Eo{X} [derive-se [ C(0) exp{0x}H(x)dx = 1 em relagdo a 6].
No ensaio de Hy: 6 € ©, contra H;: 0 € ©,, se a fung¢io perca satisfaz as
condicdes,
Ly(0) < L;(0)se B € B, L(0)<LyH)sebed, (7.71)

pode verificar-se que o teste ndo enviesado, ¢, sendo admissivel na classe dos testes
nao enviesados, também é admissivel na classe de todos os testes. Suponha-se o
contrario, isto é, que existe ¢’ qualquer tal que se verifica, R(0,¢) = R(6, ¢’) para
todo o 0 e desigualdade estrita pelo menos para um valor de 8. Em consequéncia
de (7.7), expressdo da fungio risco, tem-se,

[Eg{p(XD} — Egl¢” (XDHIL1(6) — Lo(6)] 2 O,
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ou seja, em face de (7.71)

Eg{¢(X)} 2 Epi¢’(X)} para 6 €O,
Eo{p(X)} < Epl¢’(X)} para 6 €0,

Como ¢ é ndo enviesado, Ep{¢(X)} £ a para 0 € ©, e para algum «a; logo, também
Ep{¢’(X)} £ aparaf € ©, e ¢’ é ndo enviesado o que contradiz a hipdtese de ¢ ser
admissivel na classe dos testes nio enviesados. Assim, se a funcio perca obedece
as condic¢oes (7.71), os ensaios UMPU sio admissiveis.

Exemplo 7.17 — Com X = (X}, X,,..., Xy), X; LLD. N(0,0%), no ensaio de Hy:
o? < 0 < o¢ emprega-se a estatistica suficiente para o, T = XX?, que tem funcio
de densidade, g(t|o?) = (1/0%) y%4(t | 5°), onde,

Y2 = [2N2T(N /2)] ! exp{—t /21t N/D -1,

é a funcio de densidade da distribuicdo- y* com N graus de liberdade.
Considerando que a distribui¢do-y® pertence a familia exponencial, o
Teorema 7.17 indica que o teste UMPU é da forma (7.56),

se Xxf <t oulx? >t
se t <3xP<t,

1
6= |

sendo a casualizacdo irrelevante por T ser variavel aleatéria continua. Se « é a
dimensdo pretendida, os valores de t; e t, sdo obtidos a partir do sistema corres-
pondente a (7.68),

t,/o}

Ep{p(X)} =1~ J Z Yo dt = a,

t/oq

t,/o3

B0 =1- | hdi=a

t /o3

que se resolve facilmente com auxilio de tabelas da distribuicio-y?.
Para ensaiar Hy: 0 = of, o teste UMPU tem ainda a mesma estrutura mas
t, e t, sdo determinados a partir do sistema correspondente a (7.70). Assim, por

uma parte,
ty/of
B0 =1- | p@dt=a (7.72)

t /o

por outra parte,

0o

E{T} = j H(1/02) (/o) dt = N,
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t/0§
l%UﬂX»:N%—{J ZwﬂﬂwL&

1/0%

portanto, a segunda condicéo (7.70) conduz a,

tz/ag
j LA dE = N(1 - a),
t

/a5

ou seja, notando que t x5 (t) = Ny& . (1),

t,/0}
J Yo ,Mdt=1-a. (7.73)
t

1/‘702

Em resumo, ¢, e t, sio determinados pelas relacdes (7.72) e (7.73) recorrendo a
tabelas da distribuicio- y* [Lehmann (1959)]. (I

7.7 Testes similares’

Na optica de reduzir também a classe de testes ® para optimizar em classe mais
restrita — ponto de vista conducente aos testes UMPU — apresentam-se dignos de
referéncia os testes similares. O estudo destes testes encontra em geral motivagao
no objectivo de chegar aos testes néo enviesados quando o espa¢o do parametro, ©,
é k-dimensional, k = 2.

A anilise feita na sec¢éo 7.3 mostra que mesmo quando 6 é escalar os testes
UMP s6 existem em situa¢des muito particulares. Se 6 é vector, a condicéo (7.31) é
ainda de mais dificil verificacdo e os testes UMPU constituem ja uma boa solugio.

Um teste ¢ € ® é a-similar num subconjunto Q do espaco do pardmetro ©
(Q C ©), se,

Ep{d(X)} = o para todo 0 0 € Q; (7.74)

um teste ¢ é similar em Q se é a-similar para algum , 0 £ @ £ 1.

Considere-se o ensaio de Hy: 8 € ©, contra H;: 8 € ©,, 0, UB®;, = O e
0, N O, = ?; ¢ € P diz-se UMP a-similar se ¢ UMP na subclasse de testes que séo
a-similares em Q = ©,NO,, onde O, e O, sio os fechos de O, e O, respectivamente.

Exemplo 7.18 — Designe X uma amostra casual de dimensdo N de uma populagiao
N(p,0%) e sejam ©y = {0 = (p,0°) : 0* < o5} e © = {0 = (1,0°) : o° > ap),
conjuntos representados na Fig. 7.16. O conjunto Q = 0, N ©; corresponde aos

pontos da recta 6* = o¢.

> A presente seccio é de natureza complementar.
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o
e,
of /Q
©
0 H
Fig. 7.16

Por outro lado, sabe-se que,

NSs? 32X, - X)?

2 2 ’

o o

tem distribuicdo- y? com N — 1 graus de liberdade, independente de . O teste,

se s%> s,
se s2< sg,

1
P(x) = §(s*) = { 0
onde s* = %(x; — x)?/N e s¢ é determinado pela condicéo,

J X]%f—l(t)dt:a:
Ns}/ag
é a-similar em Q. De facto,

E(u,dz){éb(sz)} = Eag{¢(52)} =a,

donde,
E(, oi$(S*)} = a para todo o (y,0%) € Q.

O

Se ¢ é teste ndo enviesado de tamanho «, a respectiva funcio poténcia verifica
as desigualdades,
Ey{$(X)} < @ para 0 € 6,

(7.75)
Ef{¢(X)} 2 a para 6 € ©;
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se Ep{¢(X)} é funcido continua de 6 as relacdes (7.75) implicam,
Efp(X)}=aparal e Q=0,N0O,, (7.76)

quer dizer, ¢ é a-similar em Q. De facto, se 8 € Q, 8% é ponto limite de ©, e de O;
logo, existem duas sucessoes, {0,,,} € {0,,}, a primeira de pontos de ©, e a segunda
de pontos de ©,, ambas tendendo para 0, tais que, pela continuidade,

Eg, {9(X)} = Ep{¢p(X)} < a, By {$(X)} = Ep{p(X)} 2 a.
No dominio das relagdes entre testes ndo enviesados e testes similares tem-se,

Teorema 7.19 — Se todo o teste de Hy: 6 € ©, contra H;: 8 € O, tem funcio
poténcia continua e se ¢ é UMP a-similar e tem tamanho «, entdo ¢ é UMPU.

Dem. Por um lado, se 6 ¢ UMP a-similar de tamanho « entdo ¢ é nio enviesado,
pois:

(1) Ep{p(X)} £ a para 6 € ©, por ser ¢ de tamanho « e
(2) Eg{p(X)} = apara6 € ©, por ser ¢ UMP a-similar, portanto, uniformemente
mais potente do que o teste ¢’(x) = @ que, como é dbvio, é a-similar.

Por outro lado, se ¢”” é qualquer teste ndo enviesado de tamanho «a, tem-se, como
acima foi dito, que ¢ é a-similar em Q = 0, N ©,. Logo, ¢ nio pode ser inferior
a ¢’ onde se conclui que ¢ é UMPU. ([

A relevincia deste teorema resulta do seguinte facto: a determinacéo de tes-
tes UMP similares é analiticamente mais simples do que a determinagio de testes
UMPU; basta notar que os testes néo enviesados sdo definidos por desigualdades
[veja-se (7.75)].

A construcdo de testes a-similares pode fazer-se sem grande dificuldade quando
existe uma estatistica suficiente T — unidimensional ou multidimensional — para
a familia, {f(x|0) : 0 € Q} onde Q = 9, N 6,.

Com efeito, desde que ¢ verifique,

E{¢(X)|T =t} = a para quase todo o t em relacdo a Q, (7.77)

isto é, excepto quando muito para valores t num conjunto com probabilidade 0
para todo o 0 € Q, tem-se que ¢ é a-similar em Q. De facto,

Ed$(X)} = Eff E{@(X)| T}} = o para 6 € Q. (7.78)

Um teste ¢ que é ar-similar em Q e satisfaz (7.77) diz-se que tem estrutura Neyman.
Caracteriza-se, entdo, pela propriedade seguinte: a probabilidade de rejeicdo de H,
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condicionada por T =t é igual a «. Como T é suficiente para 6 € Q, a distribuicdo
de X em cada subconjunto, {x : T(x) = t}, é independente de 6 para 0 € Q;
assim, a condi¢do (7.77) permite essencialmente reduzir o problema de ensaiar H,
ao problema de ensaiar uma hipotese simples para cada valor t assumido por T.

Exemplo 7.18 — Continuagao. Considere-se,

{ o? = 002, o> crg,
0

1 qualquer, 1 qualquer,

onde H, é obviamente hipotese composta. Sendo T = X estatistica suficiente para
1, a distribui¢do de X sobre cada hiperplano,

(e +x,+ - +xy)/N =t,

é independente de p. Em consequéncia, qualquer teste ¢(X) condicionado por
X =t, tem a mesma distribui¢do para (i, %) € Q, onde,

Q ={(p, 0% : pqualquer,o? = o¢}.
O teste ¢ introduzido tem estrutura Neyman, pois, para todo o ¢,
E{(S) | X = t} = P[3(X, — 1)*/o§ > Nsj/oi] = a.

Portanto, sobre cada hiperplano pode proceder-se ao ensaio da hipétese simples,
Hj: 0? = o¢ contra a alternativa H;: o > o¢. [J

Por vezes ¢ facil mostrar que um teste ¢ UMP na subclasse dos testes similares
que possuem estrutura Neyman. Interessa, entdo, investigar em que condi¢des um
tal teste é também UMP na classe mais ampla dos testes similares.

Teorema 7.20 — Se T é estatistica suficiente completa limitada para a familia,
{f(x]0) : 6 € Q}, entdo todo o teste similar em Q tem estrutura Neyman.

Dem. Se Eg{¢(X)} = a para todo o 0 € Q, tem-se,
Ef{E{¢(X)|T}} = e para § € Q,

ou seja,
Ef{E{¢p(X)|T} — a} = 0 para 6 € Q;

ora, E{¢(X)|T} — a, é funcido so de T, visto que o valor esperado ndo depende
de 0 € Q por T ser suficiente para 8 € Q, e além disso é funcdo limitada, pois
0 £ ¢(x) £ 1. Logo, se T for estatistica suficiente completa limitada para 6 € Q,
tem-se, E{¢(X) | T} — a = 0, excepto para valores de t formando um conjunto com
probabilidade zero quando 6 € Q. A demonstracéo fica assim completa. [
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Quando a hipdtese a ensaiar é composta e o espaco do parametro é pelo menos
bidimensional, pode recapitular-se o caminho a seguir para a eventual determina-
cdo de testes UMPU com base na doutrina exposta.

Suponha-se, para concretizacio,

0= (’7’ V1: Va5 ---st) = ('7: V),

pressupondo que © C R**! e que nio esta contido em qualquer subespaco linear
com menos de k + 1 dimensdes.
Tome-se, inicialmente,

H,: 6 € ©, onde Q,: 7= "o, ,
Vi, Vs, ..., Vg, quUaisquer,
e, portanto,

’7i’70,

H;: 0 € ©, onde O;: .
Vi, Vo, ..., Vi, quaisquer,

tem'se, nesse caso,

O referido caminho contém os seguintes passos:

1.°] Procura determinar-se uma estatistica, T = (T}, T, ..., T;), suficiente com-
pleta limitada para v = (v;,1,, ..., ), ou, 0 que é 0 mesmo, para 6 € Q.

2.°] A partir de T procuram construir-se testes com estrutura Neyman. Assim,
para cada valor t = (,1,,..., %) de T ha que determinar testes condicionados, ¢,

verificando,
E,IO{qS(X) IT=t}=a,

nas condicdes ja indicadas. A consideragdo de um teste condicionado para todos
os possiveis valores de t conduz a uma funcéo definida em todo o dominio de X
que se for mensuravel pode tomar-se como teste néo condicionado.

3.°] Pelo Teorema 7.20 os testes similares tém estrutura Neyman.

4.°] Procura-se um teste UMP similar.

5.°] Pelo Teorema 7.19 o teste UMP similar é também UMPU se a funcdo potén-
cia de todo o teste ¢ € @ for funcio continua de 6.

A familia exponencial com parametrizacio natural é particularmente indicada
para aplicacdo deste processo. Seja X uma amostra casual de dimensdo N > k + 1,
com

k
f(x16) = C(0) exp{nU(x) + Y, vT(x)}H(x), (7.79)

j=1

com ligeira modifica¢do da simbologia e notando que 8 = (1, v).
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A acessibilidade da familia exponencial com parametrizagio natural resulta de:
(1.°) se ® contém um rectangulo (k + 1)-dimensional, conforme sucede nos casos
mais correntes, a estatistica (U, T) é suficiente completa para € [Lehmann (1959)]
e, como imediatamente se reconhece, T é estatistica suficiente completa para v;
(2.°) sendo 0 £ @#(x) £ 1, ¢ € @, pelo Teorema 7.16, Eg{p(X)} é funcio continua
de 6.

Considere-se agora o ensaio de, Hy: £ 5, contra H;: 5 > 1y, com v, vy, ..., Vi
quaisquer e (1, v) € © e suponha-se que existem pontos em © com 1 < 1, e > 1.

Como (U, T) é estatistica suficiente para 6 € © a analise pode conduzir-se em
termos da observacéo de (U, T) que tem funcao de densidade,

k
glu, t|n,v) = Cy(n,v)exp %nu + Z vjtj} Hy(u,t), (n,v)e€®. (7.80)

j=1
Quando T = t é dado, a distribuicdo de U condicionada por T = t é ainda
exponencial,

-1

glultn) = U exp{nu}H,(u, t) du] exp{nu}H,(u, t),

como se conclui notando,

k
g(tin,v) =G, v) U expinu}H,(u, t) du] exp § vjtjl ,
j=1

¢,

g(ult.n) = glu. t[n,v)/g(t[n, v).
No problema condicionado tem-se apenas uma variavel aleatoria, U, e um parame-
tro unidimensional 7 e trata-se de ensaiar H,: < 1, contra a alternativa H;: n > 1.
Possuindo g(u|t,n) RVM, o Teorema 7.7 é directamente aplicavel; existe, portanto,
um teste UMP de tamanho «, da forma,

1 se  u > uyt),
Pt =] p® se u=ul), (7.81)
0 se  u < uy(t),

onde as funcdes, uy(t) e y,(t), sdo determinadas pela condigéo,
E,{¢{U,T)|T =t} = a paratodoot. (7.82)

O teste ¢ definido por (7.81) é condicionado por T = t. Reintrepretando ¢ como
teste definido no dominio de (U, T) para a hipotese inicial [referente aos parame-
tros da distribuicdo de (U, T) e ndo ao parametro da distribuigio de U condicionada
por T = t], tem-se,
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Teorema 7.21 — O teste definido por (7.81) e (7.82) ¢ UMPU de tamanho « para H,:
n £ n, contra H;: 1 > n,.

Dem. Sendo, Q = {(n,v) : (n,v) € ® e n = ny}, T que é suficiente para v é sufi-
ciente para 8 € Q. Além disso, © é conjunto convexo [Ferguson (1967), Lema 3.5.2],
e, por hipétese, contém um rectangulo (k + 1)-dimensional e pontos (1, v) com
n < n,en > n, Portanto, Q é convexo, k-dimensional e contém um rectangulo
k-dimensional. Logo, T é estatistica suficiente completa para 8 € Q. Por outro
lado, como ¢ verifica (7.82) para todo o t, tem-se que ¢ tem estrutura Neyman
sendo consequentemente similar, mais precisamente a-similar em Q.

A fungio poténcia, Ep{(U, T)}, é, pelos motivos ja referidos, fungio continua
de 6. Em vista do Teorema 7.19, para provar que ¢ é UMPU basta provar que ¢ é
UMP @-similar de tamanho «, isto é, mostrar que ¢ é UMP entre todos os testes
que satisfazem (7.82). Ora,

Eo{¢(U, T)} = E{E, {$(U, T) | T}}; (7.83)

desde que ¢ maximiza, E, {#(U,T)|T = t}, para todo o t, também maximiza

Eplp(U, T)}.
Para completar a demonstragéo é necessario mostrar que ¢(u, t) é mensuravel
em u e t, existindo, portanto, o valor esperado (7.83) [veja-se Lehmann (1959)].

0

Recorrendo a raciocinio do mesmo tipo pode demonstrar-se, sempre no ambito
da familia exponencial com parametrizagio natural, que, para,

Hy:n, £n<n, contra H;:n<n, oun>n,,
o teste da forma,

1 se u<u(t) ou u>ut),
du,t) =1 y;(t) se u=ut), j=1,2 (7.84)
0 se (1) < u <uy(t),

com u(t) e y;(t), j = 1,2, determinados pelas condigdes,
E,{pUTD[T=t}=E {pUDI|T =t} =, (7.85)

¢ UMPU.
Para,
Hy:n=mn, contra H:n#+n,
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o teste da forma (7.84), com uj(t) e yj(t),j = 1, 2, determinados pelas condi¢des,
EUT)|T=t=a, (7.86)

E,{U$(U,T)|T = } = aE, {U| T = 8}, (7.87)
¢ UMPU.

Exemplo 7.19 — Considere-se uma amostra casual de uma populagido Normal,
f&xlp,0?) = (0®2m) N/ exp{-2(x; — p)*/20%},

€ 0 ensaio,
Hy: p£0 contra H;: p>0.

A f(x|p,0?) pode dar-se a forma,
fx|p0%) = (0%21) N/ exp{=Np? / 20"} exp{(n/0*)Ex — (1/20%)2x};

como é sabido, (U,T) = (X, X X?), é estatistica suficiente completa limitada para
0 = (u,0%). Com a reparametrizacio,

n=u/c* v=-1/20%
a distribui¢ao de (U, T) pode escrever-se,
8@, t|n,v) = Gy(n,v) expinu + vi},
e em termos dos novos pardmetros o ensaio equivalente é Hy: 1 < 0 contra

Hi:n>o0.
No problema condicionado por T = t, isto é, por X7 = t, o teste,

1 se u>u(t),
P(u,t) = { 0 se u<uyb). (7.88)
com () determinado pela condicao,
E_ofgU.DIT =t} =0, (7.89)

é UMP para H, contra H;. Pelo Teorema 7.21, ¢(u, t), definido agora para todo o ¢,
¢ UMPU em relacdo a hipoétese inicial que envolve os dois parametros.
Para obter a funcéo u,(t) através da condi¢io (7.89), tem-se,

Pr]:()[U > uO(t)lT = t] =,
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quando n = 0, também p = 0, e a distribuicio de X condicionada por ZX? =t ¢é
uniforme nesta hiper-esfera. Assim, v/t é um pardmetro de escala para essa dis-
tribuigdo condicionada o que leva a concluir que u,(t)/+t deve ser constante, seja
u,y(t) = k«/t, com k conveniente. Ento, tem-se,

{1 se u/\t >k,
¢(u’t)_{0 se u/\t <k,

com k fixado de modo a que o teste ndo condicionado tenha tamanho a. Depois
de alguns célculos, vem, finalmente, repondo as variaveis iniciais, (x;, x,, ..., Xy ),
com x = 2x;/N, s> = 3(x; — X)?/N,

(1 se YN-1x/s>FK,
¢(X)‘{o se VN-1%/sSK,

onde k’ se calcula notando que VN — 1 X/S tem distribuicio ¢-Student com N — 1
graus de liberdade.

Nas Figs. 7.17 e 7.18 faz-se a apresentacio do exemplo para N = 2, ndo sendo
dificil imaginar a configurag¢io quando N é qualquer [Ferguson (1967)].

X2
: N
AN
N
AN
N
AN
N
N Xy + x> ()
N
N\
N =ar
¥ ¥
N
AN
N N xl
AN
AN
AN
x STTx 4 = ()
X2+ xi=t

Fig. 7.17
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Exemplo 7.19 — Continuacdo. Considere-se o ensaio,
Hy: p=0 contra H;:pu=0;
conclui-se que o teste UMPU ¢é dado por,
b(x) = 1 se IWE/SI > k", (7.90)
0 se |[VN—-1x/s|<k”,

onde k” se obtém imediatamente em funcdo de a com auxilio de tabelas da distri-
buigdo t-Student com N — 1 graus de liberdade.

Para se chegar a forma (7.90) ha que notar, primeiro, que a condicéo (7.87) pode
agora ser satisfeita quando u,(t) = —u,(t), e, segundo, que a condigéo (7.86) pode
ser satisfeita com u,(t) = c\/t para alguma constante c. A Fig. 7.19 compara com a
Fig. 7.18.
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X
Regido de o
rejeicao o
X1
/7
Fig. 7.19

O

As potencialidades de aplicagdo da doutrina dos testes similares a familia expo-
nencial com parametrizagdo natural néo ficam esgotadas pelo Teorema 7.21 refe-
rente ao ensaio Hy: n < n, contra H;: n > 1, e pelos teoremas analogos que
podem demonstrar-se para Hy: n = n, contra H;: n # n, [a que alids se refere o
Ex. 7.19 (cont.)] ou para Hy: ; £ n <, contra Hy: n < n, oun > 1,.

Retomando (7.80), distribuicdo da estatistica suficiente, (U, T), quando X tem
distribuicéo (7.79), raciocinio muito semelhante ao utilizado na demonstracdo do
Teorema 7.21 pode aplicar-se na construcdo de testes para o ensaio de hipoteses
sobre o parametro,

N =myn +myv; + - +my, my = 0,
obtido por combinacéo linear dos parametros (17, v) de (7.80). De facto, fazendo,
U =U/my, I =T- (mj/mo)U,
tem-se,

k
gt |n*,v) = Ci(n",v) exp in"u" + Z vitj ¢ Hy (u”, t%),
j=1

distribuicdo formalmente analoga a (7.80).
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Exemplo 7.20 — Suponha-se que X = (X, X,,...,Xy) e Y = (Y,,Y,,...,Yy,) sdo
amostras casuais independentes de populacdes com distribuicdo de Poisson e
médias A e 1, respectivamente. A funcdo de probabilidade conjunta de X e Y é,

F&y LA ) = exp{—(NA + N’ )}A> > /Tix; Ty,
ou, depois de transformacio evidente,

fG&ylA 1) = exp{—(NA + N’} exp{(log 1)2x; + (log p)>y;}/Tx Ty,

devendo notar-se que S; = XX e S, = XY, sdo estatisticas suficientes para 1 e p,
respectivamente.
A comparacio de A e y, através de ensaios do tipo,

Hy: A< pu contra Hp: A>p,
ou do tipo,
Hy: A=p contra Hpi: A+,

tem grande interesse pratico.
Dado que S, e S, sdo variaveis aleatorias com distribui¢do de Poisson com
médias NA e N’y respectivamente, a sua funcdo de probabilidade conjunta é,

8(s1, 8,1 4, p) = exp{—(NA + N’ p)} exp{(log NA)s; + (log N"p1)s,}/s1!s,!

4

N
= exp{—(NA + N’p)}exp {(log N_/Ill) s, + (log NA)(s; + sz)} /51151
Fazendo,
n=1og(N'u/NA) e v=IlogNA4,
U:SZ’ T:SI+52,

tem-se, no que se refere ao segundo factor exponencial do segundo membro,
exp{nu + vt}; a hipotese de que A < p é equivalente a,

Hy:n21log(N’/N) =n, contra H:n<n.
A distribuicdo de U (= S,) condicionada por T (= S; + S,) é uma Binomial,
gult,ng) = P, (U=u|T =1)
=P,U=uT=t)/P,(T=1)
= P’?O(SZ = u,Sl = t_u)/qu(Sl +SZ = t)
= (W [/ +em)]“[e" /(1 +em)]
= (DL —p) ™" po=1/(1+e).
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Ensaiar Hy: n 2 n, é equivalente a ensaiar Hy: p < p, a partir da observacédo de
uma variavel aleatéria U com distribuicdo que, para cadat fixo, é Binomial. Tem-se,
portanto, o teste UMPU,

1 se  u > uy(t),

¢(ua t) = Y(t) s€ u= uO(t)s

0 se u < uyt),
onde u,(t) e y(t) sdo determinados pela relagéo,
P, (U>u®)|T=t)+y®P,(U=u®)|T=1t)=q,
isto é,

t

> A=) 4 y® (o) o = p) O =

u=uy(t)+1

assim, para cada t, uy(t) e y(¢) sdo calculados com tabelas da Binomial [Lehmann
(1959)]. O

Exemplo 7.21 — Para ensaiar a preferéncia dos consumidores relativamente a dois
tipos, A e B, de certo produto, fez-se um inquérito junto de N individuos escolhidos
ao acaso de uma dada populagio. Designando por I, I1; e II,, respectivamente,
as probabilidades de preferéncia pelo tipo A, pelo tipo B e de indiferenca e por, X,
Y e Z o nimero de individuos que optam por essas posi¢des, estas trés variaveis
aleatoérias tém distribuicdo Multinomial.

(N!/x!yI2DIIE, x+y+z=N,

e a hipotese a ensaiar é, Hy: II, = IIz. A funcéo de probabilidade acima pode
escrever-se,

N! I, >x< I, ) N
Lz |11y, 11p) = 1-11,—11,)",
f(xZ| A O) x'Z' (N—x—Z)'(l—HA—HO 1_HA_HO ( 4 O)

verificando-se que é do tipo exponencial com parametrizacdo natural quando se
tomaU=X,T =72,

n=log[ll,/(1 -1, —Ilp)] e v=log[llp/(1 -1, —TIlp)].

A hipétese, Hy: I, = Iz é equivalente a H: IT, = 1 —1II, — I, isto é, corresponde
a Hy: n = 0. Existe, portanto, um teste UMPU obtido através do método exposto,
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em que se comeca por considerar o melhor teste néo enviesado condicionado por
Z = z. Como a distribui¢do de X condicionada por Z = z é uma Binominal,

f(x|z,H) — (N;x)nx(l _H)Nfzfx’
x:O,l,...,N—Z, H:HA/(HA-l-HB)’

tem-se o teste UMPU para Hy: IT = 1/2,

1 se |x—=(N—-2)/2|> x(2),
Pp(x,z) =9 y(2) se [x—(N—-2)/2]=x(2)
0 se |x—=(N—-2)/2|< x(2),

onde as fungdes x,(z) e y(z) sdo determinadas a partir do valor de a recorrendo a
tabelas da Binomial [Lehmann ( 1959)].

7.8 Testes invariantes

O critério da invariancia, ja ilustrado nos problemas de estimacéo, é também rele-
vante no ensaio de hipéteses ou problema de bideciséo.
No ensaio de Hy: § € O, contra H;: 0 € ©,, suponha-se que a funcéo perca é

da forma,
L,(6) = Ly se 6€0, I <1
T Ly, se 0€0,, 00 = ~or
(7.91)
Ly se 0€0,,
L) = { L, se 6€0, Lyp > Ly;.

Nao admitindo esta estrutura simples a analise torna-se bem mais complexa.
Considere-se o caso em que o problema de decisdo é invariante em relagéo ao
grupo de transformacdes, G, e sejam, como habitualmente, G e G os grupos de
transformagdes induzidos por G em © e A = {a,,a,}.
Um primeiro aspecto é a invariancia da familia de distribuicoes, F = {P, :
0 € ©}: se X tem distribuicio Py, gX tem distribuicio Pg. Daqui decorre, como
caso particular de (5.15),

Ep{p(gX)} = Egplp(XD}, (7.92)

para todo o teste ¢ € .
Um segundo aspecto é a invariancia da fun¢io perca,

L(0,a) = L(gb, ga), (7.93)
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que pode exprimir-se em termos mais simples se os valores L;;, i,j = 0, 1, de (7.91)
forem diferentes, pressuposto que se aceita sem esforgo. Assim, (7.93) verifica-se

se e somente se ga =aparatodoogeGe
g0, =0,, g0, =0, paratodoo g€ G. (7.94)

Deste modo, G compreende apenas a transformacio identidade e a invariancia da
funcio perca é traduzida por (7.94).

Em resumo, no ensaio de H; contra H;, um grupo de transformacdes, G, deixa
o problema invariante quando as duas subfamilias,

{PQ:GEGO} € {P9:0€®1}>

sdo invariantes em relacéo a G.
No presente contexto, funcédo de deciséo ou teste, ¢, é invariante quando,

¢(gx) = ¢p(x) paratodoo g € Getodoo x € X, (7.95)

proposi¢io que é simples consequéncia de (5.18) e de ser g = ¢é [transformagio iden-
tidade]. A expressao (7.95) indica que ¢ é uma funcéo invariante; em consequéncia
do Teorema 5.7, ¢(x) é invariante se e somente se,

$(x) = y[T(0)],

onde T(X) é uma estatistica invariante maxima. Quer dizer, a classe dos testes
invariantes é equivalente a classe dos testes que sdo funcdo de uma estatistica
invariante maxima, classe esta conceitualmente mais simples.

Por outro lado, qualquer teste invariante é construido a partir de T(X) que,
pelo Teorema 5.8, tem distribui¢do que depende apenas de v(6). Nas aplicagdes,
os invariantes maximos, T(x) e v = v(6), em relacio a G e a G, assumem valores
em R, pelo menos em muitos casos, e a familia de fun¢des de densidade, f(¢|v),
tem razdo de verosimilhancas mondtona. Assim, para ensaiar uma hipétese, H:
v < v, contra H;: v > v existe um teste UMP entre aqueles que dependem somente
de T e, consequentemente, existe um teste UMP invariante.

Exemplo 7.22 — Considerem-se N variaveis aleatorias, X;, X, ..., Xy, ndo neces-
sariamente independentes. Pretende ensaiar-se,

HO: f(x|6’) = f;)(xl _Q’XZ _9,...,XN—9),

contra,

Hy: f(x|0) = fi(x; —0,%, = 0,...,xy — 0),
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onde f, e f; sdo funcdes de densidade dadas (f, pode ser Normal e f; Cauchy) e
0 é parametro de localizagdo, —oo < 6 < +oo.
O problema ¢é invariante em relagdo ao grupo de transformacdes,

&0, %5, s xny) = (0 + 6, xp ¢,y Xy F€), —00 < € < 00,

pois, como é evidente, se (X;, X,, ..., Xy) tem funcio de densidade f,i = 0,1, tam-
bém (X; + ¢, X, +c, ..., Xy + ¢) tem funcédo de densidade f,. Como foi indicado no
Ex. 5.14,

Y=Y, ., Yno), Y= X— Xy,

é estatistica invariante maxima; logo, a classe dos testes invariantes é a classe dos
testes que sdo funcdo de Y.

Por outro lado, a distribui¢do de Y é independente de 8, pois a transformacio
induzida, g 0 = 0 + c, ¢ transitiva, isto é, o espago © constitui uma o6rbita. Mais
precisamente, a densidade de Y segundo H;,i = 0,1, é

400
J fn+zym+z,..,yv_1 +2,2)dz;

em termos de Y, H, e H, séo hipoteses simples e o Lema de Neyman-Pearson pode
aplicar-se. O melhor teste a que esse Lema conduz é independente de 0, e, em con-
sequéncia, ¢ UMP na classe dos testes invariantes ou UMP invariante. Semelhante
teste, que se descreve em forma simplificada, é o seguinte,

+00
+z, ..., . +z,2)dz
¢, ..., ynv—1) =1 quando I‘fwﬁ(yl IN-1 ) > k.
J;oo fO(yl + z, -~~yN_1 + z, Z) dZ

ou,

+o00
X +u,...,xy +u)du
¢(x1,...,xy) =1 quando L:; it N+ >k,
| folx +uy e, xy +w)du

Lehmann (1959). O

Exemplo 7.23 — Para estudar os efeitos de certo tratamento tomam-se N pares de
cobaias. De cada par escolhe-se uma cobaia ao acaso e aplica-se-lhe o tratamento,
ficando a outra cobaia a servir de controlo. Seja X; igual a 1 ou 0 consoante no
i-ésimo par o tratamento se revelou benéfico ou ndo e tome-se p, = P(X; = 1).
A hipétese de que o tratamento néo produz efeito,

HO: pl = %, i= 1,2,...,N,
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deve ser ensaiada contra a alternativa,
1 .
Hl:pi>5’l:1’2"“’N'

O problema é invariante em relacdo ao grupo de permutagdes das N variaveis
Xi, Xy, ..., Xy, pois a ordem por que se observam os pares é completamente irrele-
vante para o estudo dos efeitos do tratamento. Um invariante maximo em relagio
a esse grupo é Z = X.X;, variavel que exprime o numero de casos em que o trata-
mento se revelou vantajoso. A funcdo de probabilidade de Z é,

P(Z=2)=qq --‘QN[Z(Pil/qil)(piz/qiz) (piz/qiz)]:
z=0,1,2,...,N,

onde g; = 1 — p; e o somatorio se refere a todas as (1;’ ) escolhas dos indices, i; <
iy < o <.
Para qualquer alternativa particular — hipotese simples,

H: P, =1)= pf > % i=1,2..N,

tem-se,

P(Z — Z|H1*) B qf qf\,[Z(PZ/q:)(PZ/qZ)] _ lﬁA(Z)
P(Z =z|Hy)) (/2N (Y) B ’

onde i ndo depende de z. Pelo Lema de Neyman-Pearson o melhor teste para

ensaiar H, contra H; é,

1 se A(z) >k,
$(z) =1 v se Alz)=k
0 se A(z)<k

No entanto, pode mostrar-se que A(z + 1) > A(z),z =0,1,..., N — 1; logo,

1 se z>Kk,
pz)=1y se z=k,
0 se z<Kk.

com k’ e y determinados em funcao da dimenséo, a, requerida,

N

B} = Y (V)2 ey ()Y = e

z=k'+1

O teste ¢ sendo independente da alternativa particular H; é, consequentemente,
UMP invariante para H, contra H; (Lehmann (1959)]. [



Testes invariantes 377

Exemplo 7.24 — Seja X = (X}, X;, ..., Xy), X; LLD. N(u, 0?); o ensaio da hipétese,
H,: 0% 2 0Z, é invariante em relacdo ao grupo de transformacdes,

8, %0, s xy) = (5 + 0,5, + ¢,y xy +€),  —00 < ¢ < +oo0.

De facto,
g(n,0%) = (p+c,0%),

e é de verificacdo imediata que g0, = ©, e g.0; = ©, para todo o c. Como
(T,,T,) = [X, (X - X?2)] é estatistica suficiente para (u,02), o problema pode
conduzir-se, sem perca de informacao, a partir de (T;, T,). Relativamente a (T}, T,)
o grupo de transformagdes exprime-se por,

&h=Ti+c g5, =T,

expressdes que mostram ser T, uma estatistica invariante maxima; note-se que a
distribuicio de T, ndo varia quando o ponto (g, o%) percorre qualquer 6rbita de ©,
isto é, a distribuicdo de T, é independente de p. A classe dos testes invariantes é
portanto, a classe dos testes que sdo funcdo de T,. Dentro desta classe é facil de
ver que o teste,

se I, <k,

se I, 2k,

ORI

ou,
1 se X(x—X)?<k,
¢(x1!x2>"':XN) - g 0 se Z(XI _})2 z k,

é UMP; para tanto basta recordar o Teorema 7.7. Logo, ¢ é UMP invariante.
Repare-se que k tal que, Pz(T; < k) = a, se determina sem dificuldade porque
T,/o¢ tem distribui¢do- y* com N — 1 graus de liberdade. [

Exemplo 7.25 — Na inspeccéo de lotes por amostragem a aceitacdo ou rejeigao de
cada lote depende do niimero de elementos defeituosos encontrados numa amos-
tra casual retirada do mesmo lote. Nos esquemas mais simples — inspecg¢do por
atributos — cada elemento é directamente classificado como defeituoso ou néo
defeituoso em resultado de uma avaliacdo puramente qualitativa; nos casos mais
delicados — inspeccéo por varidveis — ha uma prévia avaliacdo quantitativa de
uma caracteristica relevante, representada por uma variavel Y, sendo um elemento
considerado satisfatorio quando, por exemplo, Y excede uma constante, y,, especi-
ficada de antemao.

A probabilidade de obter um elemento defeituoso é, p = P(Y < y,), e o pro-
blema consiste em ensaiar, Hy: p = p,. Quando a distribuicdo de Y é conhecida
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pode aplicar-se a inspeccdo por variaveis que, para a mesma dimensdo da amos-
tra e para testes do mesmo tamanho, conduz a resultados mais potentes do que a
inspeccao por atributos.

Numa amostra de N elementos suponha-se que as respectivas medidas, Y,
Y,,...,Yy, sdo independentes e identicamente distribuidas com Y; ~ N(v,0?).
Assim,

Yo
p= (1/UJE)j exp{—(y — 1)/ 20%} dy = [ (3 — V) o,
e a hipotese a ensaiar pode escrever-se,
Hy: (yy—v)/o 2 CD_l(Po)-

Em termos das variaveis, X; = Y; — y,,i = 1,2,..., N, X; ~ N(y,0%), onde se fez,
H=v-—1y,, tem-se,

Hy: p/o <6, com 6 =~ (py).

Para ensaiar H; pode considerar-se a reducdo de dados operada pela estatistica

(1.1 = [XJ 06 - 7.

onde T; e T, sdo independentes e possuem distribui¢cdes bem conhecidas.

suficiente para (y, o),

O grupo de transformacdes, g.(x;, x,,..., xy) = (cxy,¢xp, ... Cxy), ¢ > 0, con-
duz a,
gch =T, > gcTZ = CTZ;
8.(p,0) = (ep, co);
verifica-se, entdo, que T; /T, é uma estatistica invariante maxima cuja distribuicéo

depende apenas de 6 = i/o. A classe de testes invariantes é a classe de testes que
sdo fungao de T; /T,, ou, por conveniéncia, fun¢io de

_ mTl _ ? 2 _ Y
T_TZ/\/N—l_S/\/N—l’ S = 2K - XPY/N,

sendo a hipotese a ensaiar,

Hy: 6 £ 6,.
A variavel aleatoéria, T, tem distribuicio-t nio central® com pardmetro de nio cen-

tralidade, § = VNO. Pode mostrar-se que tal distribuicdo tem RVM; logo, o teste,

se t>k,
se t<k,

@) = ;

¢ Veja Apéndice A.2.
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é UMP invariante. Em termos das variaveis iniciais, Y;, tem-se, que,
VNG - )

[2(; = 3)?/(N = 1)]'/2

é UMP invariante para Hy: (y, — v)/o 2 ®'(p,) [Lehmann (1959)]. OJ

¢(y1,y2, ---,yN) =1 quando

5

Verifica-se muitas vezes que os testes UMP néo enviesados e os testes UMP
invariantes sdo coincidentes; assim sucede no Ex. 7.24. Casos h4, todavia, em que
existem os primeiros e nio os segundos e casos ha em que se verifica o inverso.
Por exemplo, no Ex. 7.25, em que existem testes UMP invariantes, a existéncia de
testes UMP nio enviesados parece ser questdo em aberto.

A coincidéncia acima referida ndo é acidental. Para enunciar o teorema
[Lehmann (1959)] que esclarece este ponto é necessario introduzir o conceito de
teste quase invariante. Um teste ¢ € ® é quase invariante em rela¢do a um grupo
de transformacdes, G, se,

$(gx) = ¢(x) para todoo x € X — N, etodoo g €G,

onde Py(X € N,) = 0 paratodoo 6 € © e todo o g € G. Note-se que um teste
invariante é quase invariante.
Posto isto,

Teorema 7.22 — Se, num problema de ensaio de hipoteses, existe um teste UMP
n#o enviesado inico, a menos de conjuntos de medida nula, e existe um teste UMP
quase invariante em relacdo a um grupo de transformacdes, G, entdo o segundo é
também tnico, a menos de conjuntos de medida nula, e coincide com o primeiro
quase por toda a parte. [JUJ

Os testes UMP nio enviesados apresentam vantagens em relacdo aos testes
UMP invariantes no dominio da admissibilidade. N#o é dificil mostrar que os testes
UMPU sdo admissiveis: se ¢’ domina estritamente ¢ que é UMPU cai-se numa con-
tradicdo porque ¢’ é também nio enviesado. Em contrapartida a admissibilidade
dos testes UMP invariantes tem de ser estabelecida caso a caso [veja-se Lehmann
(1959) para mais pormenores].

Finalmente uma referéncia ao Teorema de Hunt-Stein.

Seja G um grupo de transformagdes sobre X que deixa o problema de ensaiar
H,: 0 € ©, contra H;: 0 € O, invariante. Uma sucessdo de medidas de probabili-
dade em G, seja {v,}, diz-se assintoticamente invariante a direita se,

hngo[vn(B ° g) - Vn(B)] =0,

para qualquer B (mensuravel) C G e todo o g € G.
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Teorema 7.23 — Se o problema de ensaiar H, contra H, é invariante em relacgéo ao
grupo G e se existe em G uma sucessdo de medidas de probabilidade assintotica-
mente invariante a direita, entao existe um teste invariante que ¢ minimax [veja-se
Lehmann (1959) e a excelente discussio de Giri (1983)]. O

Repare-se, por comparagdo com o Teorema 5.9 e com as consideragdes subse-
quentes, que para garantir a existéncia de uma funcdo de decisdo minimax — no
caso particular em que o problema é de bidecisdo ou ensaio de hipéteses — néo
se pede que o grupo de transformacoes, G, seja finito ou que seja compacto; pede-
-se apenas que exista uma sucessio de medidas de probabilidade assintoticamente
invariante a direita.

7.9 Invariancia no ensaio de hipoteses lineares’

Um importante dominio de aplicac¢do do principio da invariancia é o das hipdteses
lineares no qual se verifica, com frequéncia, a ndo existéncia de testes UMP néo
enviesados.

A hipotese linear geral refere-se a N variaveis aleatorias independentes, Xj,

X,, ..., Xy, com distribuicio Normal, médias, j1;, i, ..., fly, € varidncia comum, o°.

Supde-se, anteriormente ao ensaio estatistico, que o vector das médias,

1= (s g s piv)” = (BUXGE ELXG) -, E{XND) = E{X, (7.96)

pertence a um sub-espaco linear k-dimensional de RY, k < N, seja L. Este pres-
suposto, u € L, pode escrever-se

p = byvy + bypvy + - + by,

= byv; + boyyvy + - + by,
H 21V1 22V2 2k Vi (7.97)

En = byivi + byavy + -+ + bygvis

onde v = (;,1,, ..., )" é um vector arbitrario e os b; formam uma matriz B = [b;],
N x k, de caracteristica k. Em termos matriciais (7.97) traduz-se por,

u=Bv. (7.98)

A hipotese linear a cujo ensaio se pretende proceder consiste em admitir que p é
ponto de um sub-espaco (k —r)-dimensional, L,, do sub-espaco L, com 1 < r <k,

Hy: Cv =0, (7.99)

7 A presente seccio é de natureza complementar.
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onde C = [cij] ¢ uma matriz r x k de caracteristica r e 0 é o vector com r compo-
nentes iguais a zero.

Exemplo 7.26 — Considerem-se duas amostras independentes, (X;;, Xj3, ..., Xin,)
(& (XZl, X22, ceey XzNZ), Xli I.I.D., Xli ~ N(.UI’ 0-2), Xzi I.I.D., le' ~ N(‘le, 0.2).
O classico problema de ensaiar a igualdade das médias,

Hy: iy = pp,
é caso particular de hipotese linear. Com efeito, tomando,
X = (Xll’ ey XlNl’ X21, ens XzNz),,
B= (s s o e )

tem-se,
p=p1,...,1,0,..,0) + 11,(0,...,0,1,...,1);

assim, p é ponto do sub-espaco gerado pelos vectores,
(1,..,1,0,...,0) e (0,...,0,1,...,1),

e, portanto, k = 2, v = (4, i4,). Em correspondéncia com (7.98) vem,

1 0
_ 0 H
=10 1 [ﬂz]
[0 1]

Por outro lado, H, é equivalente a,
Hy: (1,-1) [”1] =0
Ho

logo, C = (1,—1) e r = 1. Quer dizer, segundo H,, y, é ponto do sub-espago
unidimensional gerado pelo vector (1,1,...,1)" com N; + N, componentes. []

Exemplo 7.27 — Outro caso particular de hipotese linear ocorre na anéilise da
variancia (classificacdo simples ou «oneway»). Pretende estudar-se o efeito de k
tratamentos através de uma experiéncia na qual cada tratamento i, i = 1,2,...,k, é
aplicado a uma sub-amostra ou grupo de N; elementos. Designe, X;;, a observagéo
correspondente ao j-ésimo elemento do i-ésimo grupo; tem-se o seguinte quadro,
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Grupos
1 2 i k
Xi1 Xa1 Xi1 X1
Xi2 X2 Xio Xk2
Xin,£ Xy, - Xy o X,

A dimensao total da amostra é N = N; + N, +--- + N,.. Segundo o modelo adoptado
na anélise da variancia, X;;, i = 1,2,...,k, j = 1,2,..., N;, sdo variaveis aleatérias
L1D., X;; ~ N(p,0%). Pode entdo escrever-se,

Xj=m+& i=12..k j=12..,N, (7.100)
onde &; sao LLD., §; ~ N(0,0%). A expressdo (7.100) indica que cada X;; é soma de
duas componentes, a primeira representando o efeito do tratamento e a segunda

o «erro de observagdo».
Fazendo X = (X1, Xz, ..., Xin;» -+ Xkn, ) vem,

= (s s oo ens s oo i ooes B
e p é ponto do sub-espaco k-dimensional de RY gerado pelos k vectores,
1,...,1,0,...,0,...,0,...,0),
,...,0,1,....,1,...,0,...,0),
(,...,0,0,...,0,...,1,..., 1)
A hipétese a ensaiar é a de que néo ha diferenca entre os efeitos dos k tratamentos,
Hy: gy = pp = = g,

isto é, que p é ponto do sub-espaco unidimensional gerado pelo vector com N
componentes iguais a 1. Em termos da matriz C tem-se, com v = (i, fhy, ..., fi.),

1 =1 0 .. 0 O0[m 0
0 1 -1 .. 0 0 0
0 0 0 .. 1 —1]ly 0

sendo C matriz (k — 1) x k de caracteristica k — 1. [J
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Por meio de uma mudanca de variavel pode reduzir-se a hip6tese linear a cha-
mada forma candnica. Com X = (X, X, ..., Xy)', s€ja,

Y = DX, (7.101)

onde D é uma matriz ortogonal®, N x N, construida do seguinte modo:

(a) as primeiras r linhas sdo vectores de L, perpendiculares a L,,;

(b) aslinhasr+ 1 ak sdo vectores gerando L,;

(c) as ultimas N — k linhas sdo vectores perpendiculares a L, (i.e., perpendicu-
lares as colunas de B).

Note-se que os vectores das primeiras k linhas de D geram o sub-espacgo Lg e, como
é evidente, as N linhas de D formam uma base de RV.
A transformacdo ortogonal, Y = DX, conduz a variaveis Y; LLD. com
Y; ~ N(A;,0%), onde,
A=Du=DBv,

e, A, = (/11, /“.2, ceesy AN)I.
Fazendo a particdo de D em blocos de acordo com a forma de construgio refe-
rida nas alineas (a), (b) e (c), sai,

D, D,B
D=|D,[, DB=|D,B|;
D, D,B

8 Tem-se,

Y, =d X) +dp X, + -+ din Xy,
Y, =dy X| +dp X, + - + dyn Xy

Yy = di X + dpo X + -+ + dyn X

verificando a matriz N x N, D = [d;], as condi¢bes, D’'D = DD’ = Iy (matriz identidade de
ordem N), ou seja,

Como é sabido, uma transformacio ortogonal corresponde a uma rotacdo em torno da origem,
que, portanto, deixa invariantes as distancias a origem:

X2 = SY2.
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agora: em consequéncia de (c) tem-se D;B = 0, quer dizer,

Aes1 = Mo == Ay = 0; (7.102)
se a hipotese H, é verdadeira, vem, de (a) e de (7.99),

Hy A=A =-=4=0’ (7.103)

Em resumo, a mudanca de variavel (7.101) permite reformular o problema da
hipoétese linear do seguinte modo: a partir da observagio das variaveis aleatorias,
Y,,Y,, ..., Yy, independentes, com distribuicio Normal, todas com a mesma varian-
cia, 0%, possuindo as tltimas N — k média igual a zero — veja-se (7.102) — ensaiar
a hipotese de as primeiras r, 1 < r < k, possuirem também média igual a zero —
veja (7.103). Depois de reformulado o problema da hipotese linear apresenta-se na
chamada forma canodnica, e é invariante em relacio ao grupo de transformacdes
gerado pelos seguintes grupos de transformacdes:*

G;: g(y) =y’ onde y’ = y, + ¢, parai =r + 1,...,k, y° = y; para outros valores

de i;
G,: g(?) = H;r onde H é uma matriz ortogonal de ordem r e ;r =Yy Yo
G;: g(y) = my onde m > 0.

Comeca por reduzir-se o problema por meio de estatisticas suficientes: como,
M1 = = Ay = 0, tem-se que,

VYV e Y Y2

sdo suficientes para A,, A,, ..., A e o2

9 Quer dizer: notando ser,

A =dypy +dppy + o+ diy iy
Ay = doy iy + dyppty + - + dpy iy

Ay = dyaphy +dy,y, + o+ dynfing
e atendendo as condicoes (a), (b) e (c) que presidiram a construc¢io da matriz ortogonal D, tem-se,
(1) A1 ="XA,2 =+ =Ay =0seesomenteseu € Ly;
2) Mds1=Mqio==Ay=A4 =4, =-=A =0seesomentesep€L,.

190 grupo G gerado pelos subgrupos, G,, G, e G,, entende-se como o menor grupo contendo G,, G, e
G;. Demonstra-se [Lehmann (1959)] que se o processo de determinagio de um invariante maximo
em passos sucessivos é viavel — como aqui sucede — entdo conduz a um invariante maximo em

~ r N
relagdo a G, no caso presente, y,,_, Y2/ >, ., Y2
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Limitando a analise aos testes invariantes e recorrendo primeiro a G, verifica-
-se que,

Y. Y..Y, e Y Y
i=k+1

constitui uma estatistica r + 1-dimensional invariante maxima. A aplicacéo de G,
conduz 2 estatistica invariante maxima,

r N
PR ECEDIN
i=1 i=k+1

finalmente, aplicagdo de G; conduz a estatistica invariante maxima,

r N
IRTIDIRG

i=1 i=k+1
sendo mais conveniente tomar,
-
XY
i=1
F = . 7.104
. (7.104)
Y Y?/(N-k)

i=k+1

A variavel, F, é, portanto, funcio da estatistica invariante maxima em relagéo ao
grupo de transformagdes gerado pela aplicagdo sucessiva de G;, G, e G; [veja-se
Lehmann (1959)].

A variavel aleatéria, F, tem distribuicio-F nio central'!

comr e N — k graus
de liberdade e pardmetro de nio centralidade,

f=iﬁw?

i=1

Ahipétese Hy: A; = A, = -+ = A, = 0 transforma-se na hipétese simples, Hy: y* = 0
sendo a alternativa H;: y? > 0. Como pode demonstrar-se que a distribui¢éo-F nio
central possui RVM em y?, a analise com base no Lema de Neyman-Pearson, varias
vezes aqui repetida, leva a conclusio que um teste ¢(y) tal que ¢(y) = 1 quando
F >k’ e ¢(y) = 0 quando F < k’, é UMP invariante para o ensaio de H,. Por outro
lado, quando H, é verdadeira, y* = 0, a variavel (7.104) tem distribui¢io-F com r e
N — k graus de liberdade, sendo facil determinar k’. Para obter a funcdo poténcia
ha que recorrer a distribuicdo-F néo central.

! Veja-se Apéndice A.3.
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Repare-se que se r = 1 a condi¢do F > k’ pode escrever-se,

N 1/2
MAVARD YR V(R TIEY 2

i=k+1

e corresponde a um teste bilateral operado com a distribui¢do-t. Este teste é tam-
bém UMP nao enviesado. Quando r > 1, ndo existe qualquer teste UMP nao envie-
sado para a hipétese linear, embora existam, como se viu, testes UMP invariantes.

Nas aplicacdes praticas ndo ha necessidade de proceder a mudanca de variavel
que levou a forma candnica. A expressdo de F em termos das variaveis iniciais,
X, X5, ..., Xy, consegue fazer-se de modo expedito com o auxilio do método dos
minimos quadrados. Com efeito, mostra-se que (7.104) é equivalente a,

N R N
3= = X% )| /r

F= . (7.105)
2 (X — i) /(N —k)

i=1

onde: fi; se obtém minimizando a soma de quadrados,

N
Z(Xi - .ui)2=

i=1

com a condicéo de p = (g, 4y, ..., fiy) ser ponto de Lg; ﬁl se obtém minimizando a
mesma soma de quadrados com a condi¢do de y ser ponto de L,,.

Exemplo 7.28 — Retome-se o Ex. 7.27. Escreva-se, para melhor ligacio com a
analise antecedente,

Xj=py+& i=12..k j=12..N;
As condigoes,
i = w(=w), i=12,...k, j€t=12,...,N,
sdo anteriores ao ensaio e exprimem que,
p = (1 fazs e HiNgs -+ .Uka)',
é ponto de Lg. Portanto, tem-se, fi; = [i;, saindo os fi; da minimizacio de

kN kN . koo
Z Z(Xij - )= Z Z(Xij - X2+ Z N(X;. = )%,

i=1j=1 i=1j=1 i=1
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- N, ~ - A e
com X;, =), i=1%ij /N, notacdo corrente na analise da varidncia. A minimizacio

é obtida quando se toma fi; = X... Por outro lado, as condicdes,
=g i=12..k j=12..N,

decorrem de H; e exprimem que p é ponto de L. Portanto, tem-se, ﬁij = [,:l, saindo

[1, da minimizacéo de,

kN kN _ _
DK== Y (- XD+ NX.. — p),
i=1j=1 i=1j=1
comX,, = Zle Zj\]’zl X;;/N,N = N; + N, + - + Nj. A minimizacio consegue-se
com i = X...
Utilizando a expressdo,
N .
X iy = ) /r

F=—"1 (7.106)

= :
2 (X — m)? /(N = k)

i=1

que se verifica ser equivalente a (7.105), tem-se,'?

f N(X. = X2/ (k= 1)

F=— , (k—=1=r) (7.107)
3 3 (X - X/ (N - k)

i=1j=1

variavel que quando H, é verdadeira tem distribuicdo-F com k — 1 e N — k graus
de liberdade. A expressdo (7.107) é a que se encontra na analise da varidncia no
caso da classificacdo simples. O que se ndo pode explicar na abordagem elementar
é que se trata de um teste UMP invariante. A hipotese H, de que as médias sdo
todas iguais é, portanto, rejeitada quando sai F > k’, com k" determinado em
funcdo do tamanho do teste. Para estabelecer a poténcia do teste ha que recorrer
a distribui¢do-F néo central com k — 1 e N — k graus de liberdade e parametro de
nao centralidade,
2

k k
=Y N~ D Nu/N || t /0%
i=1

i=1

0

12 Depois de notar que relativamente a (7.105) e (7.106) se tem X = (X;, X, ..., Xy) e que relativa-
mente a (7.107) se tem X = (Xj;, Xip5 - Xin o> Xin s N + Ny + -+ N = N.






CAPITULO 8

PROBLEMAS DE MULTIDECISAO

8.1 Introducao

Quando o espaco de acgdes é finito, A = {a,ay, ..., a,,}, m 2> 3, fala-se em problemas
de multidecisdo. Varios exemplos foram anteriormente apresentados; estudam-se
agora algumas proposicdes gerais.

Uma funcéo de decisio pura, § € D, adequada ao presente caso pode interpre-
tar-se com uma parti¢io mensuravel de X,

WO W, W3 UWP =X, WNn W =0,i#], (8.1)
tal que,
Wi‘s ={x:xedX,8x)=a}, i=12,.,m (8.2)

As funcdes mistas, §* € D”, revelam-se, como era de esperar em face do que foi
dito na sec¢éo 7.1, de trato dificil, porquanto correspondem a uma casualizacdo
sobre a familia das m-particdes mensuraveis de X. Pelo contrario, a exemplo do
que sucede nos problemas de bidecisdo, as fun¢des de decisdo aleatérias, ¢ € @,
tém estrutura simples,

9@ %), $(a ), ., §(an |0} 0S Plal 0 <1, Y dal) =1, (83)

onde ¢(g; | x) indica a probabilidade de o decisor escolher a; quando observa X = x
e usa a func¢éo de decisdo aleatdria, ¢.
Para simplificar toma-se ¢(q; | x) = ¢;(x), sendo,

0S ¢(x) £ 1, Zg(x) = 1. (8.4)
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Quando se emprega ¢ a funcéo risco assume a forma,

R(O.¢) = SL,0) j $(0) f(x6) dx
= ZLi(e)E9{¢i(X )},

(8.5)

onde, L;(0) = L(0,4;),i = 1,2,...,m, e se escreve R(0, ¢) em vez de IAQ(Q, é).

8.2 Procedimentos monotonos

No dominio da multidecisdo tém particular relevo os problemas monétonos.

Os problemas mondétonos tém a seguinte caracterizacdo: © é um intervalo de R,
e, para certa ordenacédo das ac¢des, seja aj,a,, ..., a,,, existem m — 1 valores de 6,
0, £6,<...£0,_,, tais que,

Li(0) = Li11(0) =0 para 6<46,

LO) —L.,0) 20 para 6>6. = bEeeml (8.6)

Esta caracterizacdo implica que, para §,_; < 6 < 0, [podendo ser 6, = —oo ou
0,, = +00], a ac¢do mais favoravel é a;, porquanto,

Li(0) = 1§i?£m L) para 0_,<0<0,.

Na Fig. 8.1 exemplificam-se as fun¢des perca tipicas dos problemas mondtonos.

‘\\L4(9)

a —»a4— ) ———pt— (3 —pt—— 4y ——

Fig. 8.1
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As relacdes (8.6) constituem uma generalizacdo de (7.44)—-(7.45); pode, por-
tanto, dizer-se que os problemas mondtonos de multidecisdo generalizam os ensaios
unilaterais tratados na seccéo 7.3. Para estes ensaios deduziu-se que as funcdes
de decisdo aleatdrias da forma (7.39) tinham propriedades importantes; no caso
presente, a (7.39) correspondem fung¢des de decisdo mondtonas ou procedimentos
mondétonos, definidos por numeros x;, y;, ¥/, i = 1,2, ...,m — 1, com,

0 =xSX S S SX, =40, 0SyS1L 0y =1,
¢,
0 se x<X_q,
Yi-1 se x=X_y,
Hlx)=4 1 se x_; <x<x, (8.7)
12 se x =x;,
0 se x> X,

parai=1,2,...,m.
No exemplo apresentado na Fig. 8.1, em que A = {a,,4d,,as, a,}, um procedi-
mento mondtono tem a seguinte estrutura:

« para x < x; opta-se por a;;

. para x = x; casualiza-se e decide-se por a; com probabilidade y; e por
a, com probabilidade y{ = 1 —y;;

e parax; <x <X, opta-sepor a,;

e para x = x, casualiza-se e decide-se por a, com probabilidade y, e por
a; com probabilidade y; = 1 — y;;

e parax, < x < x; opta-se por as;

s para x = x3 casualiza-se e decide-se por a; com probabilidade y; e por
a, com probabilidade y; = 1 — ys;

* para x > x3 opta-se por a,.

O principal resultado da presente seccéo é o seguinte,

Teorema 8.1 — Se a variavel aleatodria, X, tem distribuicdo com RVM, a classe dos
procedimentos mondtonos é essencialmente completa relativamente aos proble-
mas monoétonos de multidecisio.

Dem. Sejayy = {(x), Y(x), ..., ,(x)} um elemento de ® e tome-se,

Ex)= > %h(x), j=01,...,m—1, &,(x) = 0. (8.8)

i=j+1
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Dado que 0 £ &(x) £ 1, §(x) pode considerar-se como teste para ensaio, por
exemplo, da hipétese, Hy: 0 < 0;. Mas, pelo Teorema 7.7, existe para este ensaio
um teste, seja g’j(x), da forma,

1 se x > x;,
Q(x) =1VY sex=x;, j=12,....m—1, (8.9)
0 se x < Xx;,

pelo menos tdo bom como &(x) e tal que,

<0 para <0,

E{i(X)} — Egi&(X)}{ =0 para 0=0, (8.10)
20 para 0>0.

Adicionalmente, seja {,(x) = 1 e {,(x) = 0. Dado que,

By {G-1(X)} = By {§-1(XD} 2 Ep_ {§(XD} 2 5 {G(XD},

pode tomar-se, modificando x; e y;” se necessario, {;_;(x) 2 {j(x) para todo o x,
isto é, pode tomar-se, x; < x, < ... £ x,,. Assim,

$i(x) =1 () = §(x), j=1.2,....m,

é componente de um procedimento monoétono.
Importa agora mostrar que ¢ é pelo menos tdo bom como . De (8.5) tem-se,

RO,9) — RO, $) = Y, L(O) Eslys(X)} - Eglgy(X)}]

= Z LR EAG(XD} — Ef&(XD}] = [Egldi— 1 (XD} — Eptdi— 1 (XD},

donde,

m—1

RO,9) = RO,4) = Y [L(0) — L 1 (D EfGCO)} = Ef&ECO3]. (8.11)

i=1

Os termos do somatoério do segundo membro sdo ndo negativos, pois, para § < 6,
Li(0) — L;1(0) £ 0 e Epf{G(X)} — Ef{&(X)} £ 0; para O > 6, verificam-se as desi-
gualdades com =; para 6§ = 6, tem-se, por (8.9), que todos os termos sdo nulos.
A demonstracéo fica completa. [
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Exemplo 8.1 — Considere-se a variavel aleatéria, X, com distribui¢do Binomial,
B(N;0). Pretendem ensaiar-se as trés alternativas,

H :0£60£04;, H,:04<0<06; H: 06051,

num caso em que N = 10. A funcéo perca,

Estados Accdes
a az as
0<0<04 0 10 100
0,4<0<0,6 10 0 10
06<0<1 100 10 0

corresponde a um problema mondtono. Além disso, a distribuicdo Binomial tem

RVM e o Teorema 8.1 pode aplicar-se. Suponha-se que é proposta a seguinte fun-
cdo de decisio,

i) ¥a(x)  Ys(x)

x=0,1,2 0,6 0,3 0,1
x=3,4,5,6,7 0,2 0,6 0,2
x =28,9,10 0,1 0,3 0,6

O aspecto fulcral do Teorema 8.1 é indicar a forma como pode construir-se
uma func¢io de deciséo, ¢, pelo menos tio boa como . Para o efeito, comecam por
formar-se as fungdes, &(x), definidas por (8.8):

&E(x) =1; §(x) = Ph(x) + Y5(x); &(x) = P5(x); &(x) = 0.

A funcéo & (x) pode considerar-se como teste para o ensaio da hipotese H : 6 < 0,4;
pelo Teorema 7.7 existe, para a referida hipdtese, um teste,

1 para x> x,
G(x) =17 v’ para x=x,
0 para x < xi,

verificando (8.10). Os valores x; e y{” determinam-se a partir da condigio

Eq- 0,4{§1 (X)} = Ep- 0,4{51()()}-
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Como,

Ey_04{& (XD} = Ep— 4l (X) + Y5(X)} = Eg_ o 4{tn(X)} + Eg— o 4{15(XD}
2 7
=03 ) () (040,60 * +0,6 Y (1°)(0,4)(0,6)!°
x=0

x=3

+0,3 ) (19)(0.4)(0,6)°* +0.1 Y (19)(0,4)*(0,6)!°~*
x=8 x=0

7 10
+0.2 > (1) (04)(0.6)° 7 + 0,6 > (1°)(0,4)*(0,6)"°~*
x=3 x=8
= 0,7343,

conclui-se que x; e y{” devem satisfazer,

10
D (904060 + i () (0,4)(0,6)10

x=x;+1

0,7343,

Ep_ {61 (XD}

oquedax; =3ey; =0,542.
Prosseguindo note-se que a fungéao &,(x) pode ser tomada como teste da hipo-
tese H : 0 £ 0,6; pelo Teorema 7.7 existe, para a mesma hipdtese, um teste,

1 para x> x,,

L(x)=9 v’ para x=x,
0 para x < x,,

verificando (8.10), com valores x, e y;” determinados pela condicéo,
Ey- 0)6{§Z(X)} = Ep- o,s{év.z (X}
Facilmente se calcula,
Eg— 618X} = Eg— o6{y5(XD} = 0,2657,

donde,

10
EposfOO = ), (19)(0.6)%(0.4)°~* + 5" (57) (0,6)%2(0,4)!10

Xx=x+1

= 0,2657;

logo, x, =7 e y5/ = 0,458.
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Finalmente, com {;(x) = 1 e {z(x) = 0, o procedimento mondtono, ¢, pelo
menos tdo bom como ¥, tem por estrutura,

1 parax =0,1,2,
¢1(x) = §o(x) = §i(x) = § 0,458 parax =3
0 parax =4,5,6,7,8,9,10,
0 parax =0,1,2,
0,542 parax =3,
$a(x) = §1(x) = &H(x) =4 1 para x = 4,5,6,
0,542 parax =17
0 para x =38,9,10,
0 parax =0,1,2,3,4,5,6,
$3(x) = &(x) — &(x) = § 0,458 parax =7,
1 para x = 8,9, 10.

Note-se que a estrutura do procedimento mondétono nio depende da funcio
perca, o que sempre acontece quando esta satisfaz as condigdes (8.6). [Blackwell e
Girshick (1954)]. U

No caso de duas ac¢des demonstra-se em condi¢des ndo muito restritas (vejam-
-se Teoremas 7.9 e 7.15) que os procedimentos mondtonos sdo admissiveis. Quando
o numero de ac¢des é superior a dois o problema da admissibilidade é mais com-
plexo e ndo cabe no ambito destas notas [veja-se Karlin (1957b)].

8.3 Solucoes Bayes no caso geral

Em multidecisdo, os problemas mondtonos — funcio perca satisfazendo (8.6) —
constituem caso particular. No entanto, no caso geral, ndo ha grande dificuldade
em caracterizar as solugdes Bayes.

Considere-se, A = {ay,ay,...,a,}, € seja h, h € #, uma distribuicdo a priori;
dada a funcéo de deciséo aleatéria, ¢ = {p,(x), ,(x), ..., P, (x)}, a respectiva fun-
¢ao risco,

R(h,¢) = L) R(6, $)h(6) dO

_ J {Z[L,-(@) LC 8, f(x10) dx]}h(@) do,

i=1

pode escrever-se, admitindo legitima a permuta dos integrais e tomando

FGx[0)h(6) = h(0]x) f(x),



396 Problemas de Multidecisdo

Rt )= | gi || zomerx ) qz-(x)} f(x)dx

i=1

= J {Z rx(i)¢i(x)§ f(x)dx,

i=1
onde r,(i) é o risco a posteriori. Para minimizar, R(h, ¢), basta tomar,

1 para x tal que r,(i) = min; r,(j),

8.12
0 para outros x. (8.12)

4x) = {

Fica assim demonstrado,

Teorema 8.2 — Num problema de multidecisdo com m acg¢des, dada a distribuigao
a priori, h, o procedimento (8.12) é Bayes contra h. [JUJ

Esta proposicéo foi antecipadamente ilustrada através dos Exs. 3.12 e 5.24. Para
finalizar apresenta-se mais o seguinte:

Exemplo 8.2 — A variavel aleatéria, X, tem uma das distribuicoes, fj(x), j =1,
2,...,m, e pretende-se a partir da observacao de X classificar a respectiva distribui-
¢do. A acgdo i consiste em atribuir a X a distribuicdo f(x); tem-se, A = {1,2,...,m}
e ® ={1,2,...,m}. A funcio perca é da forma,

se I #],

8.13
se =]}, ( )

L=,

isto é, o custo de uma classificacio errada é constante.
A fungio risco a posteriori assume a expressao,

r®=L| Y 0 |/ ijoc)h-],

quando a distribuicéo a priori é h = (hy, hy, ..., h,), pois,
W) = £COR/ () = /| fj(x)hl ,
j=1

e tem de atender-se a (8.13). Logo, pelo Teorema 8.2,

1 ser,()<r(), j=12,..,m,
0 outros x,

H(x) =
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isto é,
1 se fi(x)/fi(x) S hij/h, j=1,2,....,m,

0 outros x.

4i(x) = {

Uma boa referéncia para outros exemplos é Ferguson (1967).






APENDICE

A1 Distribuicao do qui-quadrado nao central

Se X, X, ..., X, sdo variaveis aleatorias LLD., X; ~ N(0,1),i = 1,2,...,k, sabe-se
que,

k
Z=7 X% (A1)
i=1

tem distribuicdo do qui-quadrado (central) com k graus de liberdade; simbolica-
mente, Z ~ )(,f, sendo a funcdo de densidade de Z,

fi(z) = [22T(k/2)] ' 2%/D~ L exp{—z/2}, z > 0. (A2)

Se X; ~ N(0,1),i = 1,2,...,k, diz-se que a variavel aleatoria Z, definida por (A1)
tem distribuicdo do qui-quadrado néo central com pardmetro de nio centralidade,

k
A=)00 (A3)
i=1

simbolicamente, Z ~ sz, 1- A funcéo de densidade ¢ dada pela expressao,

o A2
feN=Y %fm,(z). (A%)

j=0

A distribui¢do do qui-quadrado n#o central foi obtida por Fisher em 1928 ao estudar
um caso limite da distribuicio do coeficiente de correlacdo multipla. Patnaik, em
1949, p6s em relevo a sua importancia na determinacio aproximada da poténcia
dos ensaios do qui-quadrado. Hoje em dia as aplicacdes sdo numerosas, quer na
estatistica, quer na fisica matematica, quer ainda na teoria da comunicacéo.
Como se verifica por (A4), a distribuicdo do qui-quadrado nédo central pode
entender-se como a média ponderada de qui-quadrados centrais, sz w2 J = 0,1,

399
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2,..., em que para cada j os coeficientes de ponderacio sdo probabilidades de uma
Poisson com média A/2.
Repare-se que Z pode escrever-se,

k
Z=Y[(X-6)+6]

i=1

k

Z U + 6)?,

onde U, ~ N(0,1),i = 1,2,...,k; considerando a tltima expressio é interessante
constatar que a distribuicdo de Z depende dos k parametros, 0,,0,, ..., 6, unica-
mente através da soma dos respectivos quadrados [= A].

A.2 Distribuicao-t nao central

SeU ~ N(0,1) e se V ~ yZ sdo variaveis aleatérias independentes sabe-se que,

T=——, (A5)
V/k

tem distribuigdo-t com k graus de liberdade; simbolicamente, T ~ t;,. A funcédo de
densidade de T é bem conhecida,

N 21+ D)2
f@) = [\@B (5, 5)] [1 + k] ,t€R. (A6)
Quando no lugar de (A5) se toma, com § € R,
U+6

T =

(A7)

JV /K

diz-se que T tem distribuicdo-t ndo central com parametro de nao centralidade §
(ou 8% ou 6°/2); simbolicamente T ~ f; s. A fungdo de densidade tem a forma,

B /2 ” 1 _
5419 = G |, gl sy 2 4
= ek + ]} (*9)

2= 0/2\krT(k/2)
[k /(k + )%+ V/2 Hhy [t/ (Nk + 12)],
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onde a funcio Hh tem por expressao,

Hhy(x) = (1/k!)j0 e exp - + 07 e

A distribui¢éo-t ndo central foi obtida por Fisher em 1931 e tem largas aplicagdes,
nomeadamente na determinacéo da funcéo poténcia do ensaio de hipéteses sobre
a média da Normal quando a varidncia néo é conhecida.

A.3 Distribuicao-F nao central

SeU ~ y2 eseV ~ y? sdo variaveis aleatorias independentes sabe-se que,

U
poYm
V/n

(A9)

tem distribui¢do-F com m e n graus de liberdade, com funcéo de densidade,

(m/2)—1
1 (mz) m

B(3E) (14m)" 7 0

n

fm,n(z) =

, 2> 0;

simbolicamente, F ~ F,, ..

Se U e V, variaveis aleatoérias independentes, possuem distribuicdo do qui-
-quadrado néo central, respectivamente, U ~ ;. s, eV~ x: 2,» O Tcio (A9) diz-
-se que tem distribuicdo-F néo central com m e n graus de liberdade e parametros
de ndo centralidade, 4, e A,. Em muitas aplicagdes tem-se A, = 0, quer dizer, V tem
distribui¢do qui-quadrado central; fala-se entdo em distribui¢do-F néo central sim-
ples [a designacdo simples é em geral omitida] com m e n graus de liberdade e
parametro de ndo centralidade A,, que tem por fungio de densidade,

e—Al/me/Znn/Z Z(m/z)—l
fma”(z|A1): m n ' (m+n)/2
Bz ema

(A10)

Amz/2\ (m+m)(m+n+2)...[m+n+2G-1)]
( ) jimm+2)...[m+2(—1)]

)

n+mz
j=0

Fisher, em 1928, obteve a distribuicido Beta ndo central que est4 relacionada com
a distribuicdo-F néo central; a obtencédo desta deve-se a Tang, em 1938, embora a
designacdo tenha sido usada pela primeira vez em 1949 por Patnaik.

O estudo desenvolvido das distribui¢des apresentadas — e de muitas outras
— pode fazer-se com proveito na excelente monografia de Norman L. Johnson e
Samuel Kotz publicada em quatro volumes:
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(1969)

(1970)
(1970)
(1972)
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Distributions in Statistics: Discrete Distributions, Houghton Mifflin Co.,
Boston;

Distributions in Statistics: Continuous Univariate Distributions-1, Idem.
Distributions in Statistics: Continuous Univariate Distributions-2, Idem.
Distributions in Statistics: Continuous Multivariate Distributions,

J. Wiley & Sons, Inc., Nova Iorque.

O volume que trata das distribui¢des nio centrais é o terceiro.
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